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استهلال 





لا تزال الكتب العربية فی كثير من فروع العلوم البحتة والتطبيقية محدودة جدأء ولا 
یتجاوز غالبيتها الوضوعات الأساسية للعلم ومقدماته ومبادثه الأولية . ينطبق هذا 


=s 


الق ول على العلوم الرياضية کافةء وعلى علم بحوث العمليات على وجه 
mr‏ 

فی هذا الكتاب حاولنا عرض موضوعات في بحوث العمليات تدور في فلك 
تقنيات الأمثلية وذلك لسد فراغ كبير يشعر به غالبية الدارسين العرب للبرمجة 
الرياضية وتقنیات الأمثلية فى الجامعات . 

تخاو لٹا 5 Ja‏ عرضنا لو ضوعات متقدمة وذلك باستخدام TRO‏ و تيسير 
أساليب ا حل ووضعها في خطوات تسهل متابعتها وربط الأجزاء النظرية 
بالاستخدامات التطبیقیة: ?9" مجموعة من التمارين فی نهاية كل فصل تساعد 
الدارس على استيعاب المفاهيم الرياضية والخطوات | 
أمامه مجالا أرحب لل 
مجالات SLEI‏ الختلفة . 














نفترض في الكتاب خلفية جيدة فی حساب التفاضل والتكامل ومبادئ الجبر 
الخطي لا تتجاوز في تقديرنا مقرر على مستوى الجامعة في كل منهما . 

يتكون الكتاب من سبعة فصول وملحق نتعرض فيهأ لموضوعات فی البرمجة 
الخطية وغير الخطية بمتغير واحد أو متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة أو متساوية أو 
بدون قیودء كما نعرض في الفصل الأخير البرمجة التربيعية . تطرقنا کذلك 
لاستخدام أكثر من طريقة في بعض الأحيان - لحل مسألة الأمثلية لتوفير البدائل 
أحياناً ولناسبة طريقة عن غيرها في أحيان أخرى» وقد تعرضنا لیزات بعض هذه 
الطرق وتميزها عن غيرها حسب نوع المسألة المدروسة . 

لا يخلو الكتاب من بعض النقص الذى سندركه عند تکرار تدریسه ولا 
يكتمل الكتاب بدون ترحيب المؤلفين بتساؤلات الدارسين ونقد الزملاء العارفين. 

نامل أن نکون بهذا الكتاب قد أضفنا إلى صرح التعليم بالعربية على المستوى 
الجامعي لبنة يكون لنا فيها أجر المجتهدين . . والله الموفق وهو الهادی إلى سواء 
اسيل . 


المؤلفان 


dele ظ مقدمة‎ qe 
: الفصل الأول‎ 
" مقدمة‎ (V, V) 
E. | البرمجة‎ CY, Y) 
— L| البررمجة غير‎ )۱,۳( 
uns صياغة مسائل بر‎ )۱, £) 
صياغة مسائل برمجة غي‎ )۱,۵( 
۱ ۱ ۱ ۱ قارو‎ )۱, T) 
الفصل الثاني : البرمجة لخطية‎ 
s مقدمة‎ (Y, Y) 
الطريقة البيانية ودا النائية‎ (Y , Y) 
طروقة السملكدن‎ )۲,۳( 


CY , É)‏ عارین 


الفصل الثالث : البرمجة غير الخطية ذات المتغير الواحد 
(Y , V)‏ مقدمة 
Y)‏ البحث الخطى بدون استخدام المشتقات 
m.)‏ البحث الخطي باستخدام مشتقات 
WE‏ ای 

الفصل الرابع : البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 
(£,V)‏ مقدمة 
C£ , Y)‏ الطريقة التقليدية 
C£ , Y)‏ الطريقة التكرارية 
)£,£( ڳار 

الفصل الخامس : المسائل المقيدة بمعادلاات 
)0,١(‏ مقدمة 
Y)‏ ,۵) طريقة التعويض الباشر 
Y)‏ ,6( طريقة تغيير القيود 
(o, £)‏ طريقة مضاريب لاجرائنح 


o)‏ , ۵( عارین 


١ YA 
YT 
۱۳۳ 
۱۳ 
۱۶ 
۱۵ 
۲ 


الفصل السادس : البرمجة غير ا خطیة متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 


V)‏ ,1( مقدمة 

Y)‏ الطريقة التقلیدیة بشروط كون- توكر ومضاريب لاجرانح 
Y)‏ الطرق الباشرة 

CT)‏ الطرق غير الباشرة 

)1,0( مارین 


| AO 
۱۸۷ 
Y 
YYV 
Y1 


۹ 


الفصل السابع : البرمجة التربيعية 
(V, Y)‏ مقدمة ۱ 
(V, Y)‏ طريقة وولف 
(V, Y)‏ طريقة بيل 
(V., £)‏ عارين 
الفصل الثامن : اللاحق 
(A, Y)‏ عقدهة 
Y)‏ التفاضل الکلی الرائی 
(۸,۳) مفکو ك متسلسلة تايلور لدالة متعددة المتغيرات 
(A, £)‏ مصفوفات هس والمصفوفات المتماثلة والمؤكدة الإيجاب 
المؤكدة السلبية ونصف المؤكدة 
(۸,۵) المجموعات اححدیة 
)۸,٦(‏ الدالة المحدبة والدالة المقعرة 
V)‏ النهايات العظمى الكلية والموضعية 
المراجع 
ثيت المصطلحات 
أولا : عربي - امجليري 
انیا : إجلیري - عربي 
کشاف الو ضوعات 








© مقدمة C» "Jie‏ الخطية #البرمجة غير 
مسائل برمجة غير خطية ه تمارين 


)١,١(‏ مقدمة 
البر مجةغيرالخطيةأحد فروع علم بحوث (Operations. Lo JI‏ 
Research)‏ الذي يعتبر من العلوم الحديثة نسبياً مقارنة بكثير من العلوم التي تدرس 
فی الجامعات» وتقوم أقسام متخصصة بتدريسها. ومع أن بداية نشأة علم بحوث 
العمليات ترجع إلى عدة عقود ماضية إلا أن كثيراً من الجامعات لم تنشئ آقساماً 
خاصة ببحوث العمليات» ولكن لم تستطع غالبية الجامعات إلا أن تدخل 
موضوعات متعددة لبحوث العملیات فی مناهجها . قدمت بعض اخامعات هذه 
الوضوعات في أقسام الر باضیات. أو الاحصاء أو الاسالیب الکمية أو الادارة 
الصناعية» أو الهندسة الصناعية . 

من آهم مقررات بحوث العملیات التي لقيت اهتم اما کبي را في مناهج 
امحامعات. وبالتالی أصبح فیها الخصصون والباحثون نذکر منها على سبیل 
Jui‏ : 


Y‏ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 


: ومن آدواتها‎ (Mathematical programming) البرمجة الر يأضية‎ -١ 
. (Linear programming) البرمجة الخخطية‎ - | 
. (Non-linear programming)í i| ب- البرمجة غير‎ 
(Dynamic programming). ج — البرمجة الديناميكية‎ 
(Integer programming). مجة العددية‎ „J| - د‎ 
: كما تشمل بحوث العمليات الموضوعات التالية‎ 
. (Simulation) المحاكاة‎ -Y 
«(Project scheduling) جدولة المشاريع‎ -Y 
« (Theory of games). ol نظرية الا‎ - ٤ 
«(Queuing theory) نظرية صفوف الانتظار‎ - 0 
. (Reliability theory نظرية الو ثو قیة(‎ - 1 
« (Forecasting) التنيؤ‎ -V 
«(Decision theory) نظرية القرارات‎ -۸ 
«(Network analysis) تحليل الشبكات‎ - 4 
« (Inventory models) تماذج التخز ين‎ -۰ 


لقد حاول کثیر من الشتغلین بعلم بحوث العملیات إعطاء 
تعاريف لهذا العلمء ولعل أكثر هذه التعاريف شمولاً تغريف جمعية بحوث 
العمليات الأمر يكبة (Operations Research Society of America)‏ الذي ينص 
على أن بح وث العمليات هو علم تطبيقي وتجريبي يهتم بملاحظة أنظمة إنسانية 
ألية محددة وفهمها وتقديرهاء والمشتغل ببحوث العمليات هو من يكرس هذه المعرفة 
فی المسائل والمشكلات التطبيقية سواء الأعمال الخاصة أو ا حکومیة الرسمية أو 


المجتمع؟» . 


قدم توماس سای (Thomas L. Saaty)‏ تعریفاساخرانوعاماولکنه 


مقدمة عامة Y‏ 


يحتوي على التعامل الواقعي مع المشكلات العملية حيث يقول بأن « بحوث 
العمليات هو الفن الذي يقدم حلولاً سيئة لمسائل كانت الحلول الممكنة لهاء بدون هذا 
الفن » أسوأ». 

یتضح من موضوعات بحوث العملیات أن Ls‏ العلم قديمة جدا أو ربا تعود 
إلى القرن الٹامن عشر. وذلك عند محاولة بعض العلماء آمشال تایلور (F. W.‏ 
Taylor)‏ صياغة بعض السائل والشکلات العملية فی نماذج رياضية . ربا یعود علم 
بحوث العملیات في نشأته إلى محاولة العالم الرياضي الداغاركي إیرلنج (A. K.‏ 
Erlang)‏ عندما نشر آبحاثه بشأن دراسة ا مرور والازدحام في خطوط الهاتف . 

آول تشکیل لفرقة بحوث عملیات كان خلال الحرب العالية الثانية» فقد کون 
لبریطانیون فريقاً لدراسة استراتیجیات و خطط الدفاع الجوي والارضي . وکان هذا 
LUN‏ ا ات ی اه ء في الفیزیاء» والریاضیات وعلم 
نفس c,‏ والهندسة. بعد انتهاء ا حرب العالية الثانية» و عندما حول اهتمام کثیر من 
الدول إلى تطوير صناعاتها آدی ذلك إلى غومضطرد فی الصانع الصغیرة و الحلات 
التجارية الحدودة لتصبح بعد عدة سنوات شرکات صناعية» و تجاریة متعددة الفروع 
والاهتمامات تصنم وتسوق عشرات أو مئات السلع» ویعمل فیها مئات أو آلاف 
العمال والهندسین والهنیین ما استلزم إدخال الأسلوب العلمي في الإدارة . انخرط 
بعد ذلك الکثیر من الشتغلین ببحوث العملیات» أيام ا حرب العالية الثانية» إلى 
تطبیق أساليب بحوث العملیات وتقنياته في إدارة الصانم والشرکات التجاریه 








Cue عو‎ = 


والتخطيط لها لرفع كفاءتها وتطوير خدماتها ودعم قدرتها على منافسة مثيلاتها داخل 


CY Vs 13‏ اسلوفب بحوث العمليات 
يتبع المشتغلون ببحوث العمليات خطوات محددة يكاد يجمع غالبيتهم 





E‏ تقنیات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
عند معالجة مشكلة عملية وهي كما يلى : 

(D‏ تحدید المسألة: والهدف من ذلك وضع إطار عام يحدد أبعاد المشكلة 
المراد دراستها وتحديد المتغيرات المؤثرة فيها والمتأثرة بهاء وجمع المعلومات المتوافرة 
عنها آنياً أو تاريخياً. كما یتحدد في هذه المرحلة طبيعة المشكلة والإمكانيات المنيسرة 
فی إطارهاء وكذلك الهدف من حلها. 


المتغيرات والدوال الریاضیة فیتحدد فى هذه المر حلة c‏ متغيرات القرار ودالة أو دوال 
الهدف. والشروط اللازمة من حيث الإمكانيات على متغيرات القرار. 


e Lo (>)‏ النموذج الرياضي : وهو ال EEE. t‏ عن المشكلة مجموعة من 
العادلات والدوال الجبرية» وتحديد المتغيرات الأساسية للقرارء والمتغيرات المرنةأو 
الشكلية التي يكن التحکم فيهاء والتغیرات غير الرنة التي لا يكن تغییرها وفی 
هذه الرحلة تتضح معالم المشكلة وتبرز العلاقة بین متغيراتهاء وتصبح معدة للحل . 





)>( اشتقاق الحل : یفوم الشتغل ببحوث العمليات بالبحث عن الطرق 
الرياضية الممكنة لحل النمو ذج الممثل للمشكلة > فقد يستخدم التحليل الرياضى 
للوصول إلى الحل الأمثل بسهولة ويسرء كما قد لا توجد معالجة تحليلية جيدة أو 
مناسبة مما يجعلنا نلجأ إلى الطرق العددية التقريبية نوعاً ما أو نلجا إلى التقریب 
والمحاكاة بنموذج آخر . 


الحصول عليه يحقق النموذج بصورة جيدة . وعند توافر أكثر من حل يمكن مقارنتها 


مقدمة عامة 0 


على النموذج وتسمية هذه العملية اتحلیل الحساسية» . بعد ذلك يمكن وضع قيود 
أخرى على بعض المتغيرات وإعادة حلها مرة أخرى . 


(و) تطبيق ال على المسألة العملية: وتأتى هذه المرحلة فى آخر 
دراسة بحوث العمليات وهي تطبيق الحلول بعد أن تأكد لنا سلامتھا وتعرفنا على 
سلبياتها وتفاعلها مع الإمكانيات المتاحة بشأن مدى استخدامها لهذه الإمكانيات . 


)١, ١٠, Y)‏ کتب بحوث العمليات 
تعتبر الكتابة تحت عنوان بحوث العملیات فی الكتب حديثة نسبياً » فأهم 
الكتب التي تعالج موضوعات لبحوث العمليات معالجة منتظمة وأسلوب علمي 

محددہ لم تظهر إلا بعد عام ۱۹۵۰م كما ستلاحظ من فهرس المراجع لهذا الکتاب . 
تعتبر مؤلفات ساتي (Saaty)‏ (۱۹۵۹م)ء وساسيني (Sasseni)‏ < وياسبان 
 (Yaspan)‏ وفریدمان (e \ 404) (Friedman)‏ من أو ui‏ الكتب التي نشرت في 
بحوث العمليات بعد الحرب العالية الثانية . كما أنه يكن اعتبار کتاب حمدی 4b‏ 
(Taha)‏ (۱۹۹۳موالدي ظهر فى طبعته الاولی عام cel AV‏ وکتاب اکوف 
(Ackoff)‏ وساسینی (Sasieni)‏ )1۹1۸ م( من الكتب المهمة r‏ هذا الصددء كما 
يعتبر کتاب (Hillier) La‏ ولیبر (e Y 44 (Lieberman)oLa‏ والذي ظهر في طبعته 
الأولى عام ۱۹۷۲م من أشمل الكتب وأوسعها معالجة لوضوع بحوث 
العملیات . يعتبر كتاب جاس (e 1440) (Gass)‏ من أحدث الکتب فی البرمجة 
الخطية. آما فى البرمجة الرياضية فلعل كتب وینستون (Winston)‏ (۱۹۹۱ م) 
ومینوکس (eV 0) (Minoux)‏ وهیلرولیبرمان (۱۹۹۱م) من آشهر الكتب في هذا 
السياق و Le]‏ کن الإشارة كذلك إلى كتابي ماكورميك (Macormic)‏ 
Ce AY)‏ وهورست (Horst)‏ وتوي (Tuy)‏ (١۱۹۹م)‏ في البرمجة غير الخطية 


1 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


والامثلية علی الترتیب . کما یکن اعتبار مؤلفات أفريل (Avriel)‏ (1 ۱۹۷م) وفلتشر 
(Fletcher)‏ (۱۹۸۷م)وبازرعة (Bazaraa)‏ وجارفیس (arvis)‏ (۱۹۹۰م) وشيرالي 
(Sherali)‏ (۱۹۹۰م) من المراجع الرئيسة في موضوع البرمجة غير الخطية والامثلية 
بشکل عام . كانت غالبية هذه الکتب باللغة الإنجليزية آما باللغة العربية فلا یوجد 
سوی عدد محدود من الکتب» على حد علمنا» لبحوث العملیات ولکننا نذکر على 
سبيل الشال لويز سیفین (۰۱۹۷۷ ۱۹۸۵ ۰ ۱۹۸۵ب) فی بحوث العملیات 
والنماذج الخطية والنماذج اللاخطية وأبو ركبة (e AY)‏ تطبیق بحوث العملیات 
في الإدارة» وأبو عمه والعش (۱۹۹۰م) البرمجة الخطية کمراجع أولية لوضوعات 
في بحوث العملیات . ومن الکتب العربيةفي بحوث العملیات نشیر الى العتيبي 
(۱۳ ۱۶ ه) بحوث العملیات وتطبیقاتها في القوات السلحة» و هیکل (۱۹۸۷ء) 
الکمبیوتر وبحوث العملیات . 





Cs YT)‏ نبذة GIU‏ عن تطور بحوث العملیات 

يكن إرجاع تاريخ بداية طرق بحوث العمليات أو الأمثلية - بصمة عامة - إلى 
أيام نيوتن (Newton)‏ « ولاجر 3 (Lagrange)‏ » وكوشى (Cauchy)‏ ؛ فمثلا يعو 5 
الفضل لمساهمات نيوتن وليبنيتز (Leibnitz)‏ في تطوير الطرق التفاضلية فی حل 
مسائل الأمثلية. أماأسس حساب المتغيرات (calculas of variations)‏ فيعود 
فضل إرسائها لكل من بيرنوللي (Bernoulli),‏ « وأويلر «(Euler)‏ ولاجرانخ 
(Lagrange)‏ وقایرستراس (Weiresttrass)‏ . كما عرفت طريقة حل مسائل 
الأمثلية التعدده باستحدات معالم عير معر و فه Ue‏ باسم مخترعها ah‏ 4 أما 
أول تطبيق بطريقة أشد انحدار لحل مسائل البرمجة غير المقيدة فترجع في أصلها إلى 
TT‏ منذ ذلك ا حین وحتى منتصف القرن العشرين لم يقدم الباحثون طرقاً جديدة 
ذات بال ویکن القول أن الاضافات والابحاث تعتبر محدودة. ومنذ اختراع 


مقدمة عامة ۷ 
الحاسبات الآلية الرقمية السريعة (Digital Computers)‏ تنافس الباحثون فی 
استخدامها لدراسة الطرق السابقة وأمكن التمعن فى مدلولاتها» وبالتالی استیعابها 
وتطوير أساليبها . كما اهتم بعض الباحثين فى زيادة مجال التطبيقات التي تستخدم 
فيها طرق بحوث العمليات وفي معالجة مسائل كبيرة جداً وذات متغيرات كثيرة ربا 
يستحيل معا تھا بالطرق اليدوية المعتادة 

سنورد فيما يلي أهم المساهمات التى أدت إلى تكوين علم بحوث العمليات 
والتى تعرضت لبعضها المراجع السابقة بشيء من التفصيل . 

أهم تطوير في مجال الطرق العددية لحل مسائل البرمجة غير المقيدة كان في 
بریطانیا» وبالتحديد في الستينات من القرن العشرين . علما أن نموذج فون 
نيو مان (Von Neuman)‏ ا خطی للاقتصاد كان من أهم الأعمال التي عالجت مسائل 
البرمجة الخطية فی عامي ۸۱۹۳/۱۹۳۵ أما لی ونتیف (Leontief)‏ فقد درس 
نموذج الدخل والانفاق في الاقتصاد الامريکي كما یکن اعتبار تطبیق قريق بحوث 
العمليات برئاسة المارشال وود (Wood)‏ لنموذج لین WW‏ فی مسائل توزيع 
الإمكانات فی القوات الجوية الأمريكية من أكثر التطبيقات شمولاً فيما بعد في 
الأربعينات من القرن العشرين . طور بعد ذلك دانتزيج (Dantzig)‏ وهو عضو في 
فريق بحوث العمليات السابق» فی عام ۷١۱۹م‏ طريقة السمبلكس (Simplex‏ 
Method)‏ لحل مسائل البرمجة الخطية التی لايزال استخدامها واسعا وأساسيا فی هذا 
الجال إلى وقتنا JH‏ . كما قدم بيلمان (8611::3)طريقة إعلان قاعدة الأمثلية في 
عام ۱۹۵۷ م لمعالجة مسائل الأمثلية المقمدة. وتعتبر شروط کون وتکر (Kuhn and‏ 
Tucker)‏ اللازمة والكافية للأمثلية فی مسائل البرمجة من الأسس التي قام عليها 
البحث في مسائل البرمجة غير الخطية . من المساهمات المتميزة لحل مسائل البرمجة 
الخطية فی الستينات نذكر أعمال زوتيندك «(Zbutendijk)‏ وروزن (Rosen)‏ كما 
آن آعمال كارول (Carrol)‏ » وفياكو «(Fiacco)‏ ومكورميك(1/100-0111121) قد 


۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ساعدت في وضع صياغة مسائل معقدةء يمكن حلها بطرق برمجة غير مقيدة. LÍ‏ 
البرمجة الهندسية» فيعود تطویرها إلى كل من دفين «(Duffin)‏ وزینر (Zener)‏ 
وبيرسون في الستينات كذلك من القرن العشرين . وتعود البرمجة العددية في 
اسان T Le‏ اعمال جوموري Lal » (Gomory)‏ البرمجة العشوائية فلعل أهم 
مساهمات كانت لكل من دانتزیج» وشارنز (Chames)‏ وكوير (Cooper)‏ أما 
برمجة الأهداف (Goal Programming)‏ فتعود في بدايتها إلى اقتراحها حل 
مسائل البرمجة الخطية من قبل شارنز وکوپر عام ۱ء 

في الواقع لا توجد طريقة شاملة كاملة لحل كافة مسائل البرمجة غير الخطیةء 
ولكن هناك عدة طرق لكل طريقة قدرتها وميزات معالجتها لنوعية محددة من المسائل 
يكون أسلوبها في حلها الوحید. أو الأيسر للوصول إلى الحل الطلوب كما قد 
توجد أكثر من طريقة لحل مسألة ماء وفي هذه ا حالة تكون المفاضلة في توفیر الوقت 
ودرجة الدقة . 


Y)‏ البرمجة الخطية 

تعتبر البرمجة programming) &Ja3-|‏ ۲ وتقنياتها مثالية فی حل كثير من 
مسائل بحوث العملیات. ومن الأساسيات المهمة لتطوير حلول مسائل متعددة فى 
موضوعات اخری من بحوث العملیاتثق مثل : البرمجة العددیةق TT‏ 
العشوائیةء والبرمجة غير ا خطیة . استطاعت أساليب البرمجة الخطية أن تنال اهتمام 
الکثیر من الباحثين في مجالات علمية متعددة ومتباينة الاسس لنجاحها في 
تطبيقاتها وحلولها ومعالجتها. من هذه الجالات الصناعة والزراعة والصحة 
والاقتصاد » والدفاع والتعلیم» والنقل» وبعض العلوم الاجتماعية والإنسانية . 

ویکن تلخیص صياغة الحالة العامة لسائل البرمجة الخطية على آنها ایجاد 
القيمة الثلی لدالة الهدف : 


مقدمة عامة ۹ 


)۱ ,۱( z = f(x, yes رڈ‎ 
الفسراز‎ E E توت‎ i = lo) s X. وهي دالة في [استعير‎ 


(decision variables)‏ وقد تکون القيمة المثلى أكبر أو أصغر قيمة يكن أن تأخذها 
دالة الهدف محت شر PET‏ قبو د (constraints)‏ من هم صیغها أن تکون: 
ا ہا ہآ 4 “JSD;‏ سم Bili‏ 00 
OPEP 1: |‏ 1 
يلاحظ أنه يجب فی مسائل البرمجة القطية آن تکون الدالة Ka‏ ہے f(x,‏ 
وكذاجميعالدوال Xn)‏ و ... m) 8X1 ٠‏ ... , 1= 1) خطية في كل من 
سئےہات القراز ی ہے ی . واف رة مسجسوعة الفرابك ,18 حیبش 
(1,....0 = 1) ذات قيم حقيقية . تسمى مجموعة القيود 0 < xi‏ و Gi = 12,..,n)‏ 
بشروط عدم السالبية (nonnegativity)‏ . 
من الواضحء وفي الخالب» في كثير من مسائل البرمجة الخطية» أن تكون 
القیود علی شکل متباینات (أو متر اجحات)ء وقد تكون أحياناً معادلات» كما أنها 
قد تکون خليطا من التباینات (في أحد الاتجاهین) والعادلات . آما عدم السالبية. 
التي تحدد قيما صفرية أو موجبة لتغیرات القرار» فانها تلائم کثیرا من حالات 
وآوضاع مسائل الحياة العملية . 
تأخذ دالة الهدف معانی مختلفة Ub‏ للمسألة التي تمثلها؛ فقد تعبر عن الربح 
أو كمية الانتاج أو عدد الوحدات النتجة في مصنم» أو عددالرضی الذین 
یستفیدون من علاج في مستشفی آوعدد الوحدات أو الأوزان الطلوب نقلها من 
مکان لآخر . وعندئذ تکون الأمغثلية (optimization)‏ لدالة الهدف هي تکبیرها 
(maximization)‏ ضمن sl‏ د أو الشروط الحددة. كما قد تعبر دالة الهدف عن 
مقدار الخسارة» أو عدد الساعات الضائعة. أو كمية الواد الخام الهدرة. . . إلخ 
وبالتالی الأمثلية هي تصغير (minimization)‏ دالة الهدف إلى أقل قيمة مکنة . يكون 


E‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


المطلوب أو المتوقع إيجاد قيم متغيرات القرار التي عندها تتحق القيمة المثلى تكبيراً أو 
تصغير أء وكذلك إيجاد قرمة دالة الهدف عند تلك القيم . 

لقد تطور علم البرمجة الخطية تطورا کبیرا وطرق بأساليبه آبواب مجالات 
كثيرة فى الخمسين ale‏ الاضية. كما أن لتطور الحاسبات الآلية (computers)‏ 
وبرمجتها وزيادة سرعتها دورا كبيرا ساعد العاملین فى البرمجة ا خطیة على التعامل 
مع مجالات إضافية أخرى» ومعاجة مسائل بمتغيرات كثيرة جداً تصعب معالجتها 
بالأساليب اليدوية في حل مسائل البرمجة ا خطیة . 

وکماآشر نافي القدمة. فان طريقة السمبلكس (simplex)‏ التي ابتدعها 
دانتزیج (Dantzig)‏ في منتصف الاربعینات من القرن العشرین من أفضل الطرق 
حل کثیر من مسائل البرمجة الخطية بمختلف صیاغاتها وتعدد تطبیقاتها . 


Y)‏ البرمجة غير الخطية 

يكن تقسيم البر مجه غير الخطية (nonlinear programming)‏ إلى قسمين 
ر هما البرمجة والأمثلية غير الخطية بجتغیر (single variable)‏ والبرمجة غير 
ا خطیة متعددة المتغير ات (multivariable)‏ . كما قد تتشعب طرق البرمجة متعددۂ 
المتغيرات إلى فرعين هما : نظرية البرمجة التقليدية (classical)‏ وخوارزميات 
(algorithms)‏ البرمجة غير الخطية . 

مکن صياغة مسألة البرمجة غير الخطية أحادية البعد أو وحيدة المتغير على أنها 
تصغير أو تكبير للدالة : 

۲۱ 5) z سے‎ f(x) 

علما f(x) ob‏ دالة قد لاتكون خطية» ويكون البحث عن قيمة x‏ التي تجعل الدالة 
f(x)‏ مشلى أي التی تجعلها أكبر أو أصغر مايمكن. ويكون مجال البحث في 
مجموعة الأعداد الحقيقية R‏ ؛ أي oo)‏ ,-) . آما في حالة وضع قيد على متغير 


مقدمة عامة B‏ 
القرار × فان المسألة تكون من الصيغة تکبیر دالة الهدف أو تصغيرها : 
f(x)‏ = 2 (۵ , ۱) 
عوت القيك: 
جا 32525 0 .3( 
وتسمى الأخيرة برمجة أحادية البعد مقيدة . 
ومن طرق حل هذه النوعية من المسائل نذكر تقنیات البحث التتابع» وبحث 
مجال الثلاث نقط وبحث فيبوناتشي (Fibonacci),‏ > وبحث متو سط الفترة الذهبية . 


(Y, Y , Y)‏ البرمجة التقليدية غير المقيدة للمسائل الحدية 
ولايحتوي هذا النوع من البرمجة للمسائل الحدية (external)‏ على قيود أو 
شروط » ويكون المطلوب فيه غالباً إيجاد القيمة الكبرى أو الصغرى لدالة الهدف 
وک : 
)١,۷( z= f(x) = f(x, 09. Xn)‏ 
وحلها هو البحث عن النقطة X‏ التي تحقق العلاقة : 
)١,۸( f(x, + h) < f(x)‏ 
وذلك فی حالة التكبير مثلاً حيث أن h= (h, ,.., h,)‏ وأن |رط| كمية حقيقية 
موجبة وصغيرة Le‏ فيه الكفاية لكل قيم n‏ وس ,1= 1. نستخدم لحل مثل هذا 
النوع من المسائل عدة طرق منها الانحدار (Gradient)‏ عن طريق مفكوك 
تار او ر (Taylor's expansion)‏ للدالة تحت الدراسۓ وتعيين مصموفة هس 
«(Hess)‏ ومحدداتهاالجزئية »ء كما يكن استخدام طریقة نيوتن - رافسون 
العددية © (Newton-Raphson)‏ . 
آما فی حالة المسائل المقيدة فإن صياغة المسألة قد أخذ شكل تكبير دالة الهدف : 
)١,9( z = f(x)‏ 


۲ تقنيات الا مثلية في البرمجة غير الخطية 
cz‏ شروط tal Lll‏ 
Y) g(x)-0‏ ,3( 
حيث إن Ea) X 2) Xn)‏ ... , ع) 8 ونفرض عادة أن کلا من 
g(x), f(x)‏ قابلة للاشتقاق ومشتقاتها مستمرة (continuously differentiable)‏ . 
PE‏ قد نستخدم طريقة مضاريب لاجر 3 (Lagrange multipliers)‏ ل 
المسألة المعطاة بدالة الهدف O, D‏ والشروط (۱,۱۰) وذلك بتكوين دالة لاجرا 
التالية : 
L(x , A] = f(x) +2 g)‏ 3,13( 
تم إيجاد المشتقات الجزئية للدالة L‏ ووضعها مساوية للصفر وذلك لنحصل 
على المعادلات : 


ات ۽ كاسنا 0) 


التي تعطي الشروط الضرورية للحل . سنعطي الشروط الكافية فی الفصل ا خامس 
من الكتاب . 
يكن تعميم طريقة لا جرا لحل المسألة السابقة فی حالة التعبير عن القيود 
متباینات بدلا من المعادلات كأن يكون المطلوب مثلاً تکبیر دالة الهدف : 
Á CW) 2 = f(x)‏ 0 
تحت الشر وط : 
g(x)SO0 , i21,..,m‏ )12 ,1( 
حيث إن 0 < × € أي يحقق شرط عدم السالبية . 
شروط (كون - توكر) يمكن أن تعطينا الشروط الضر وریة -ورعا الكافة- تحت 
بعض الاحتياطات لحل المسألة بدالة هدف(۱۳ , ۱۲) وقیود (٤۱,١)ء‏ كما سنين 
ذلك في الفصل الخامس بالتفصيل فيما بعد . 


مقدمة عامة iT‏ 


النوع الأخير الذي تعرضنا له في بداية هذا الفصل هو خوارزميات البرمجة 
غير الخطية لحل المسائل غير المقيدة التي تشمل عدة طرق منها طريقة البحث 
direct search method) SL}!‏ ) التي نفرض فيها أن دالة الهدف وحيدة المنوال 
(unimodal)‏ فی مجال البحث عن حل أمثل لها. سنستخدم طريقة الانحدار 
(gradient)‏ حل ا خوارزمیات غير المقيدة كذلك . GT‏ في حالة المسائل المقيدة 
LaL s(constrained)‏ نستخدم برمجة (separable programming), La 2Jl‏ 
والمقصود من ذلك أنه يكن التعبير عن دالة الهدف f(x, ,..., X.)‏ أو تحويلة منها 
كمجموع n‏ من الدوال كل منها وحيدة البعد أي أن : 

)۱ , ۱۵( ] +... و‎ Xy) = f(x) + ... f(x.) 
من الواضح أنه قد یتعذر فصل التغیرات في بعض الدوال عن بعضهاء ولکر‎ 

فى بعض ا حالات يكن ذلك . فمثلاً لو كانت دالة الهدف : 
X3) 2 ۲ ia‏ و V f(X,‏ ,5( 








عندئذ يمكننا أن نفرض : y 7X4X,‏ 
ويكون لدينا Ln × + Ln x,‏ = صا وتصبح المسألة عبارة عن تكبير 
Z-y‏ )¥ , ۱) 
ملا حسب القید : 
A) 1.7 ۷ > 10 ۱ *Lnx,‏ , ۱) 
وهي دالة منفصله في متغیرانها . 
ومن الطرق كذلك برمجة ال صل الح له (separable convex‏ 
programming)‏ حیث نقول عن دالة f(x)‏ إنها محدبه ادا كان : 
dex, + )1 -6x;) xe f(x, ) + (1-0) f(x.)‏ 


لجميع قيم و , × في نطاق تعريف الدالة وجميع قيم 0 


۱ تقنیات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 
وبحت . 
US 5 [‏ 

ومن هذه الطرق كذلك الب رمجة التربيعية (quadratic)‏ وتکون فیها تكو ن دالة 
الهدف والقیود من الدرجة الشانية فى بعض متغیرات القرار والبرمجة الهندسية 
(geometric)‏ والعشوائية (stochastic)‏ التی يكو ن فيها بعض معالمها 3 كلها متغیر ات 
عشوائية وتحل أساساً بتحويل طبيعتها الاحتمالية إلى طبيعة وصفية محددة. 

في الفصول القادمة من هذا الكتاب سندرس معظم هذه الطرق بالتفصیل 
ونحاول استخدام الأمثلة لتبسیط خطوات ا حل كما سنعمل على سرد بعض الحقائق 
الریاضیةء والنظريات التي تنص على مفاهيم نحتاج إليها في توضيح طرقنا ولكنها لا 
تدخل أساساً في موضوع كتابناء وذلك فی ملاحق الکتاب . 

نعرض في البندين الرابع والخامس من هذا الفصل مجموعة من الأمثلة التی 
يغلب عليها التطبيق» ونحاول صياغتها على شكل مسائل بحوث عمليات» وذلك 
خل بعضها في الفصول القادمة بغرض تدريب القارئ على صياغة المسائل بأشكال 
یکن معابتها بالأساليب التي أشرنا إليها بعد قييزها عن غيرهاء ومعرفة أي الطرق 
أفضل للتعامل معهاء وحتی الحصول على ا حل الأمثل . 


(V, f)‏ صیاغة مسائل برمجة خطية 

جب على اشخصص في بحوث العملیات عموماً والبرمجة فيها أو التخطيط على 
و جه ا خصوص أن تكون لديه القدرة على استيعاب المسائل المختلفة e‏ وفهمها جیداً 
حتی يتمكن من وضعھا في صيغة يمكنه التعامل معها با يتوافر له من طرق وبالتالي 
حلها. وقبل عرض بعض الملاحظات على صياغة مسألة البرمجة الخطية فی هذا 
الپندء وكذلك عرض الصياغة العامة لمسائل البرمجة الخطية» فإننا نورد مجموعة من 
الأمثلة لتوضیح الهدف من أهمية الصياغة . 


مقدمة عامة ۱۵ 
مثال )£,1( 
TENA‏ نوعین من المواد البلاستيکية الصنعة» ولتکن BA‏ > 
رشتاج كل وحتلامن التوحين ngon‏ لمدد معين نن سامات العمل وكمية معيئة 
من الواد الخام بالكيلوجرام . يتوافر يومياً لدى الصنع ساعات عمل» وكميات مواد 
خام قصوى لا یکن زيادتها كما هو محدد بالجدول رقم .)١,١(‏ 
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فإذا كانت الأرباح العائدة من بيع وحدة من الصنف A‏ عشرة ريالات» ومن 
الصف B‏ ثمانية ريالات.. أوجد الصيغة الناسبة لهذه المسألة لتكون مسألة برمجة 


اخل 

نحدد أولاً متغيرات القرار (decision variables)‏ وهی المتغيرات التى تحدد 
قيمها الحل الأمثل لمسألة البرمجة . | 

فی هذه ا حالة يو جد متغيران للقرار وهما كمية الوحدات المنتتجة من الصنف 
أو النوع ۸ ولتكن ,× وكمية الوحدات النتجة من النوع B‏ ولتكن X3‏ 

نلاحظ أن الهدف هو الحصول على أكبر عائد ربحي من الإنتاج» أي تکبیر 
دالة الربح وهي دالة الهدف التي تأخذ الصيغة : 

2 ع‎ 10x, + 8x, 


وينحصر ا حل فی البحث عن قيم مثلى للمتغيرين X,‏ ولا [ndi‏ 2 أكبر ها or‏ 


١‏ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 


ولكن جب مراعاة قيود على عملية إنتاج النوعين؛ فساعات العمل لا تزيد عن 109 
ساعةء وكمية ا مواد الخام لا تزيد على 80 كجم . أي آننا ملزمون بمراعاة القیود : 

3x, + 5x, > 9 

4x, + 2x, > 80‏ 
يلاحظ أن عدد الوحدات النتجة غير سالبة أي أننا نراعي شرطی عدم سالبية متغيرات 
القرار: 


تلا , 20 x,‏ 
أصبحت مسألة الإنتاج عبارة عن مسألة برمجة خطية المطلوب فيها إيجاد القيمة 
العظمى لدالة الهدف : 
z = f(x, , x2) = 10x; + 8x3‏ 1.19( 
حت القیود : 
IUS‏ ک 3x, + SK,‏ 
رو( 
4x, + 2x, > 80‏ 
وفيود عدم السالبية : 
2U ,xs2U‏ :۲ 31,132[ 


مثال (۲ , ۱) 

يستخدم Jul‏ وکلاء شركة إنتاج عطور عالية أسلوب الاعلان فی الرادیو 
والتلیمزیون فإذا علمنا أن تكلفة دقيقة للاعلان في التلیف زیون هي 400 «Ju,‏ 
وللإعلان فى الرادیو 0 ريال للدقيقة» وترغب الشركة في استخدام الرادیو أربعة 
أمثال استخدامها للتليفزيون على الأقل . كما لاحظت الشركة أن الإعلان فی 
التليفزيون يؤدي إلى توليد مبیعات تساوي فی المتوسط مائة ضعف ما يولده الاعلان 
PM‏ ادیو في دقیقة واحدة . فإذا كان بند الإعلان المالى فی ميزانية الشركة محددا 


مقدمة عامة ۱۷ 
بمبلغ أربعة آلاف ريال في الشهر فأوجد صياغة البرمجة الخطية لهذه المسألة للبحث 
عن أفضل توزيع لبند الإعلان في الشركة بين وسيلتي الإعلان . 


لحل 

لنفرض أن مجموع آزمنة الإعلان في الراديو لدة شهر هي | »وأن مجموع 
آزمنة الإعلان في التليفزيون للمدة نمسها هي ۶ . 
عندئذ تكون دالة الهدف الطلوب تکبیرها هي عائد الأرباح من الاعلان في وسيلتي 
الاعلام أي أن : 

z-f[x, (ی×,‎ =×, + 25x, 
تحت قيود محددة. وهی أن مجموع ما یصرف على الوسیلتین لا يزيد على البند‎ 
: الخصص لذلك ؛ أي أن‎ 
20x, + 400x, > 0 

والقيد الثاني هو رغبة الشركة في استخدام الرادیو اربعة آمثال استخدامها للتلیفزیون 
على الاقل أي أن : 


x, 24x, 
من العروف كذلك أن مدة الاعلان لا يكن أن تكون سالبة» أي أن‎ 
من ذلك تصبح المسألة هي برمجة خطية المطلوب فيها إيجاد‎ Cx; < 0, x, 0 
: القيمة العظمى لدالة الهدف‎ 
Cia TY Z-X,- 25x, 





20x, + 400x, > 0 
)۱,۲۳( 
X= م4۶‎ 2 ۵ 


وقيود أو شروط عدم السالبية وهي أن : 


مقدمة عامة ۱۷ 
بمبلغ أربعة آلاف ريال في الشهر فأوجد صياغة البرمجة الخطية لهذه المسألة للبحث 
عن أفضل توزيع لبند الإعلان في الشركة بين وسيلتي الإعلان . 


لحل 

لنفرض أن مجموع آزمنة الإعلان في الراديو لدة شهر هي | »وأن مجموع 
آزمنة الإعلان في التليفزيون للمدة نمسها هي ۶ . 
عندئذ تكون دالة الهدف الطلوب تکبیرها هي عائد الأرباح من الاعلان في وسيلتي 
الاعلام أي أن : 

z-f[x, (ی×,‎ =×, + 25x, 
تحت قيود محددة. وهی أن مجموع ما یصرف على الوسیلتین لا يزيد على البند‎ 
: الخصص لذلك ؛ أي أن‎ 
20x, + 400x, > 0 

والقيد الثاني هو رغبة الشركة في استخدام الرادیو اربعة آمثال استخدامها للتلیفزیون 
على الاقل أي أن : 


x, 24x, 
من العروف كذلك أن مدة الاعلان لا يكن أن تكون سالبة» أي أن‎ 
من ذلك تصبح المسألة هي برمجة خطية المطلوب فيها إيجاد‎ Cx; < 0, x, 0 
: القيمة العظمى لدالة الهدف‎ 
Cia TY Z-X,- 25x, 





20x, + 400x, > 0 
)۱,۲۳( 
X= م4۶‎ 2 ۵ 


وقيود أو شروط عدم السالبية وهي أن : 


۸ | تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
0 و لے Xj‏ 


يلاحظ فى هذا ا مثال أن معامل متغير القرار وڈ فى القید الثانى سالب . 


مثال (۳, ۱) 

أعلن آحد الصارف الحلية عن وجود صندوقي استشمار؛ حیث إن عائد 
الارباح فی الصتدوق الاو ل 796 في العام؛ وعائد الربح في الصندوق الثاني 20% 
لكل سنتي استشمار . علماً أن شروط الصندوق الثاني تتطلب الاستثمار في سنتین أو 
مضاعماتهاء مثل : أريع سنوات أو ست سنوات . Te‏ يود حد الو ظفین بناء 
منزل بعد ا حصول على قرض من صندوق التنمية العقارية الذي يتوقع أن تتم 
إجراءات حصوله عليه بعد ثلاث سنوات من الآن ‏ فإذا كان لدى زوس وش 
ريال يود استشمارها في صندوقي البنك للحصول على أكبر عائد ربحی تمكن . 
المطلوب وضع المسألة فی صيغة برمجة خطية . 


JH 

نفرض أن متغيرات القرار هي البلغ المستثمر فی الصندوق الأول فی السنوات 
الأولى والشانية والشالشة وهي روڈ Xap‏ +رر5 علی الترتيب. وكذلك المبلغ 
ستشمر فی الصندوق الثاني في السنة الأولى والثانية Xa‏ ور × على الترتیبء 
ولا الاستشمار فی الصندوق الشانى لستین, فإنه لا يكن الاستشمار فيه فى نهاية 
السنة الثانية . 

من الواضح أن ما يحصل عليه ا موظف في نهاية السنة الثالثة هو حصيلة المبلغ 
للستثمر في الصندوق الأول في السنة الثالثة مع أرباحها؛ أي ,ر ×1.07ء وحصيلة 
البلغ المستثمر في الصندوق الثاني في السنة الثانية مع أرباحها؛ أي ١1.2,‏ فتكون 
دالة الهدف المراد تكبيرها هي : 





۱۹ ا‎ A 
لتحديد القيود نلاحظ أن المبلغ الستشمر في كل من الصندوقين في السنة‎ 


Xj, + X15 > 0 


ol Les‏ الستشمر فی كل من الصندوقين في السنة الشانية يجب ألا يتجاوز 
حصيلة نتاج الاستثمار في الصندوق الأول؛ أي ol‏ : 
X5; + X5, S 1.07x,,‏ 
آما فی السنة الثالشة فلا يكن الاستثمار إلا في الصندوق الأول. ويجب ألا 
يتجاوز البلغ حصيلة استثمار السنة الثانیة من الصندوق الأول والسنة الأولى من 


الصندوق الثانى؛ أي أن : 
X41 > 1.721 + 1.2011‏ 


ومن الواضح أن ۰ لكل 1<1,2,3 و Xia‏ لكل 1-1,2 يجب أن تكون 


: تصبح المسألة هي إيجاد القيمة العظمى لدالة الهدف‎ 
Xs FXp > 1000 
)۱ , ۲۵( -1.07x,, PES FES > 0 
۷ = 1.07 X51 t Xaj <0 


: وقيود الإشارة هى‎ 
Xi «۱2 s X2 + وچ‎ , X34 ZO 


نلاحظ من الأمثلة السابقة أن البرمجة الخطية مجال تطبيقي کبیر؛ كما أننا 
نلاحظ أن لمسائل البرمجة الخطية صياغة عامة يمكن إيجازها على أنها إيجاد القيم 
الثلی لمتغيرات القرار ,× ...., X,‏ والتی تجعل دالة الهدف أكبر مايمكن. مشلا 


۳۰ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
حيث إن دالة الهدف هی : 
z= f(x, — Xn) -C'X‏ 


C = (c, MAUS : (و6‎ : X - (x, 07 ELIT 


A ۸۶ > جا‎ 
حيث إن‎ 
dıı 2 din 
sin eead EL ليا‎ 
å mı d m2 : d mn 


وبحیث إن قيم Cj‏ ,ز0 aj.‏ لكل 1.0[ , iml.um‏ قيم حقيقية معروفة. 
بالوضافة إلى قيد الإشارة وهو 
X 20‏ 
ونقصد بذلك فى هذا السياق أن : 
— 20 الكل j=1,..,n‏ 


كما لاحظنا في البند الرابع أن مجال البرمجة غير الخطية واسع جداً. 
وموضوعاتها متعددة ومتفرعة. ولعل أهم اختلافاتها عن البرمجة الخطية ظهور 
متغیرات القرار في دالة الهدف أو في القيود ا مرافقة (إن وجدت) فى صيغة غير 
خطية . ولتبسيط الصياغة العامة لهذه السائل نأخذ شكلاً أعم لمثال C-E)‏ السابق 
حيث تتعدد مجالات الاستثمار في الصناديق أو الشركات التي يمكن شراء أسهم منها 
بعد دراسة عوائد أسهمها الربحية . 


مقدمة عامة T1‏ 
مثال (5 , ۱) 
يود أحد صناديق التقاعد فی إحدى ال سسات (أو الشرکات) استثمار ودائع 
التقاعد والتي بلغت b‏ ريال سعودي في حقیبة للأسهم ولعدة شركات»› وليكن عددها 
n‏ سوت col ipm‏ سب بلداو اده 
ب ويب وت ری 





الحل 
يلاحظ أن ,6 تقيس UJ‏ مخاطرة الإستثمار فی شركة [ حيث j=1,2,.. n‏ 
وهي التباین (variance)‏ آما 7 فهي التغاير (covariance)‏ لعائد الشركة1 والشركة 
(i=j)‏ . نعلم أن C;‏ متوسط عائد السهم في الشركة[ ولتفرض أن جمیع هذه 
الثوابت معطاة فی المسألة بقيم معروفة . 
نفرض أن متغيرات القرار هي X‏ ..... × التي LIAE‏ عدد الأسهم المشتراة 
فی الشركات الاولی وحتى رقم 11ء وبالتالي فإن عائد أرباح الأسهم المتوقع هو : 


R(x) = R (xi 509 Xn) = e X; 


j=l 


والتباین أو الخطر (risk)‏ المرافق للاستثمار هو : 


S(x) = V(x, — Xn) ia E} a سا‎ 


j=] j=l 
: ودالة الهدف الراد تكبيرها هي‎ 
Z= f(X] زوم‎ = R(x) - B Six) 
الكبيرة‎ B حیث تکون 8 ضرا |ذا تجاهلنا الخطورة الکامنة وراء الاستشمار» وقيمة‎ 
تعنی الرغبة الشديدة في تقلیل مخاطر الاستثمار . فإذا كان سعر السهم من الشركة ز‎ 





۳۲ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
هو :0 فإن مسألة البرمجة غير الخطية هی إيجاد القيمة الکبری لدالة الهدف : 


n n n 
)۲ Y 1) 2= 3, cix; -B9 ر2‎ 6 Xi بک‎ 


i=] j=l‏ ادر 
نحت القيود : 
(V, YV) > px sb‏ 
Él‏ 
وشروط الإشارة أو عدم السالبية هى : 
الاڈ یپ 1 <1 x.eÜ y‏ 


ملا حظات 

-١‏ عندماتتلاشی القیود(۱,۲۷) فان المسألة تصبح برمجة غير خطية غير 
مقدة . 

۲- عندما تکون جمیع حدود الدالة ؛ تربيعية فی أحد التغیرات أو حاصل ضرب 
متغيرين فان المسألة هي برمجة تربيعية . 


n 


-Y‏ عندماتکون] محدبه (convex)‏ ودالة القیود g(X) = 2 X;‏ محدبة فالمسألة 


j=] 
. عبارة عن برمجه محدبة‎ 
. عندما تكون القيود خطية ودالة الهدف غير خطية تسمى برمجة بقيود خطية‎ -٤ 
لكل‎ f )«( كنسبة بين دالتين» مثل عامل‎ z عندما يكن التعبير عن دالة الهدف‎ 
(fractional) تسمى المسألة برمجة نسبية‎ f, (x) ساعة‎ 
تصبح المسألة برمجة أحادية البعد‎ 1-1,2,...,7 JS)X, = × عندماتکون‎ 6 
. مقيدة في حال وجود القيد أو غير مقيدة في حال تلاشيه‎ 


ل 


=A 
=% 


E d 


لات 


۹ 


مقدمة عامة ۳۳ 
)١‏ غارين 
اذکر تعریفا لبحوث العملیات؟ 
أذكر ثمانية مجالات أو تخصصات تقع ضمن اهتمام العاملین ببحوث 
العملیات؟ 
تحدث بنبذة تاريخية موجزة لنشأة علم بحوث العملیات وتطور آسالیب 
TWO‏ 
ما هی آهم خطوات معالجة مشكلةو باستخدام أساليب بحوث العمليات ؟ 
ما المقصود بالبرمجة الخطية وما آهم الطرق خلها؟ 
عدد الأقسام والشعب الرئيسة لمسائل البرمجة غير الخطية» وحدد صیاغة بعض 
منها» واذکر آسالیب حلها؟ 
ینتج أحد الخابز في مدينة الریاض نوعین من الخبز مفرود وشطائر . إذا علمنا 
أن رغیف الفرودیحتاح إلى 100 جرام من الطحین» 0.1 عامل/ ساعة ویحتاج 
رغیف الشطاثر إلى 90 جم من الطحین. 0.2 عامل/ ساعة. وکانت أرباح 
الخبز من رغيف الفرود 0.1 ریال» ومن الشطائر 0.15 ریال . فإذا كان یتوافر 
لدی الخزن 90 کجم من الطحین 200 عامل/ ساعة يومياء فأوجد الصياغة 
المناسبة لهذه المسألة لتکون برمجة خطية؟ 
تعاقدت احدی مؤسسات الامن على حراسة مجمع سکني جاري بحیث إن 
الجمع یحتاح في أي ساعة خلال الاربع والعشرین ساعة إلى :5 حارس 
ویعمل کل حارس على مدی ست ساعات مستواصلة . وقحمل Aaa S]‏ 
تكاليف إضافية مقدارها .© عن كل ساعة يزيد فيها عدد ا حراس عن ;5 آوجد 
صياغة لهذه المسألة كبرمجة خطية يكن عن طريقها تقليل التكاليف الإضافية؟ 
إذا كان الطلوب إيجاد أقل بعد للنقطة (X , y)‏ عن نقطة الأصل بحيث إن : 








۲٤‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
(x - 3)” + )y -3( - 4‏ 
xy $6‏ 
هذه المسألة؟ 
۰- إذا كان المطلوب إيجاد القيمة العظمى للدالة : 
Ax, 6x, - 2x] - 2x,x, - 2x5‏ سے z= f)‏ 


E او‎ suse 


قد 


K; 2x, «2 


وقيود الإشارة : 
x, , ۶2 2 0‏ 


فحلد نوعية البرمجة . والطرق المکنه خلها؟ 


X ga 


البرمجة الخطبة 


e‏ مقدمة o‏ الطريقة البيانية وضبدا 


(Y,\)‏ مقدمة 
يرى كثير من الباحثین فى بحوث العملیات أو المستخدمين لتقنياتهاء أن تطویر 
اسالیب البرمجة ial‏ من آهم ساق التقدم العلمي في منتصف i‏ العشرين. 
ونظراً لدور البرمجة الخطية فى معالجة الشکلات أو السائل الاقتصادية الم دارية 
الحديثة فقد جذبت اهتمام WE‏ من الباحثين في المجالاات الخ ری . وقدأدى تقدم 
تقنیات الحاسب الالی إلى دفع عجلة البحث فيها. أصبحت البرمجة الخطية حتل 
نصيباً كبيراً من مجالات بحوث العمليات» كما صدر العديد من الكتب الدراسية 
التقدمة التى تعرض أساليب بحوث العمليات أو تدرس كيفية استخدامها وتطبيقها 

فى المجالات العملية الأخرى . 
۱ الهدف الأساسي للبرمجة الخطية هو ك 





فية استغلال مصادر إمكانيات 


محدودة بنسب مثالية أو تکاد تكون مثالية للوصول إلى أقضل النتائج . تعتمد 


YO 


٢‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


البرمجة الخطية على النماذج الرياضية لوصف ا مشکلہ الطلوب دراستها. ولعل 
كلمة البرمجة الواردة في اسمها تعنی التخطيط أو التوزيع الأمثل أما كلمة خطية 
فإشارة إلى أن جميع الدوال المستخدمة خطية «رياضياً» فى متغيراتها؛ أي أن البرمجة 
الخطية تعالج مسائل تهدف إلى تكبير أو تصغير دالة خطية معینة تسمى «دالة الھدف) 
ضمن مجال محدود يعتمد على مجموعة من الشروط أو القيود الخطية المفروضة 
تسمی وا Ls LILE‏ تکون الشروط متراجحات («متباینات) آو أحيانا 
معادلات . يشار إلى الشغیرات الخطية الداخلة في تحدید دالة الهدف أو القیود 
عتغیر ات القر ار . 

يعتبر نموذج نيوماك "P (Von Neuman)‏ للاقتصاد التطور من آهم 
المساهمات في مجال البرمجة ا خطیة وذلك في عام 0 ce Y AY‏ قام بعدها ليونتيف 
(Leontief)‏ بدراسة ٹموذج برمجة خطية للدخل والإنفاق فی الاقتصاد الأمر يکي . 

ریا یعود آول تطبيق للبرمجة الرياضية بشکل عام في المجال العسكري إلى 
فريق بحوث العمليات الأمريكي برئاسة المارشال وود (Wood)‏ وذلك عند دراسة 
أفضل توزیع للإمكانيات فی القوات الجوية. LÍ‏ طريقة السمبلکس (Simplex)‏ فی 
حل مسائل البرمجة الخطية فتعود إلى دانتزج (Dantzig)‏ والذي كان عضرا فى فريق 
وود لبحوث العمليات وذلك فی عام ۱۹۶۷م. ساهم بعد ذلك عدد من الباحثين فی 
تطوير أساليب البرمجة الخطية فقدموا لنا الحل بطريقة المسألة المرافقةأو الثنائية 
(Dual)‏ والتطبيقات في الصناعة والإنتاج ومسألة النقل (Transportation)‏ ومسألة 
الشحن (Transhipment)‏ ومسألة J|‏ 

لن ندرس في هذا الباب مسائل البرمجة الخطية السابقة بالتفصیل ولکننا 
سندرس فقط طريقة صياغة مسائل البر مجة الخطية الباشرة والطريقة البيانية أو طريقة 
انه ۲۲ لحل هذه المسائل» ونرجع القاری إلى المراجع في البرمجة الخطية للالام 
بالتفصیلات الا خری والحالات الخاصة 


. (Assignment) , „a, 





الما ۲۷ 


تكو ن الصياغة العامة لكثير من مسائل البرمجة الخطية على صورة إيجاد 
القيم المثلى للمتغيرات X,‏ , ... و 1 التى تجعل دالة الهدف 2 أكبر ما یکن حيث ان : 
Z CX, + C4X; + ... + C,X,‏ 


وذلك تحت القيود أو الشروط : 


aj X; Fp F a FAK. S b, 


۸ 


۸ 


a4X, S b,‏ + ھی + X, *tà5X,‏ ,ره 


8 X, FAX; ud 8 KK 

وشروط الإشارة هي أن : 

Uim X 2D‏ وخ و لا ب 

فمثلاً. قد تكون دالة الهدف 2 هی الربح والطلوب تكبيرهاء حيث تثل 
M‏ سے OE C‏ عدد ساعات العمل التى تلزم لإنتاج وحدة واحدة من 
المتتجات الأول والثانی والنونی على الترتيب في تكون مقادیر الربح لهذه الوحدات 
هي ,> جو نوق y‏ و اھات يغ + ہہ و وکام و I-——«— n‏ وأن 
ساعات العمل التي يمكن توفیرها لذلك هي ,0ء كما قد تکون موه , ... , و8 ؛ رد۸ 
ھی الواد الأولية من نوع معين اللازمة لتصنیع وحدة من هذه التغیرات والتي یتوافر 
متها و5 وقد یکرت وه م ده + وق یڈ هي أسعار شراء وحدة وزن أو حجم من 
هله التغیرات والر سيد التیسر هو وتا۔ . . وهکذا. 

وبشكل عام یکن كتابة الصيغة السابقة باختصار ؛ فیکون الطلوب هو ایجاد 
القیمه JM‏ للمتعغیرات گا سے <a) PET‏ سه و EX. Ka‏ التي 


YA‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
تجعل دالة الهدف 2 أكبر ما کن حيث إن : 
X‏ کا ےو 


AX > 0 


وشرط الإشارة : 
X 20‏ 
ویعنی الشرط الأخير أن كل مركبة x,‏ هی 0 < x;‏ لكل n‏ , و ا س 


TORT 





a 


p ۱ 
mn ' 


(Y, Y, V)‏ الصیغة القياسية لنماذج البرمجة الخطية 

ن العروف آن عاق ال رة القطیية تحشوی صلی شسروط مره الم ۶ 
کے 2. وتکون متغیرات القرار موجبة أو غير مقيدة الاشارة. ولحل مسائل 
V JI‏ مجه ihti‏ لابد من وضعها في صيغة عامة تسمی الصيغة القياسية (standard‏ 
form)‏ « ولهذه الصيغة القياسية ا خواص الاتية : 


البرمجة الخطية Y4‏ 


. کل القيود معادلات طرفها الاين موجب‎ - ١ 
. كل المتغيرات موجبة‎ -۲ 
. والآن نوضح كيفية وضع أي برنامج خطي في الصورة القیاسیة‎ 


أو لذ : القيود 

-١‏ القيد الذي من النوع < (S)‏ يمكن تحويله إلى معادلة بإضافة متغیر متمم يضاف 
للطرف (أو يطرح من الطرف) الأيسر للقيد على حسب إشارة عدم 
التساوى» فعلى سبيل الخال : 
يضاف إلى الطرف الأيسر للقيد : 


2X, + 4x, > 8 


متغير متمم 0 < ٩,‏ لكي نحصل على المعادلة : 


0< ,و , 8= 2X, + 4x5 +S,‏ 
أما إذا كان لدينا القيد التالى : 
Mi - 55 3‏ + ربا 
فنطرح متغير متمم 0 < دك من الطر ف الأيسر لنحصل على المعادلة : 
SK, t4x,-5x.-9,-25 , s,20‏ 
۱- إذا کان الطرف الأين من المعادلة سالباء فيمكن تحويله إلى موجب بضرب 
طرفي المعادلة في (1-)ء فعلى سبيل المثال المعادلة : 
3x, dx, = -5‏ 
تكافيء رياضياً المعادلة : 
4x, = 5‏ - | «3- 
٣ے‏ اتجاه التباینات (آو التراجحات) یسکس عندمایضرب کل من طرفی 
الشراج _حۂ فی LCD‏ وعلی سبیل الشال 6 > 3 , 6- < ۰-3 ولذلك 


۳۰ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


فالتراجحة 5-5 و5 - 3x,‏ گن أن تستبدل lb‏ اجحة 25 X4‏ + 3-. 


ثانياً: الى 





فیرات : گن التعبیر عن المتغير :* غیر محدد الاشارة رتلالڈ 
X; x. 0‏ , 6 ا ب 


ثالثاً: دالة الهدف: رغم أنه من الممكن أن تكون الصيغة القياسية من 
نوع التکییر او تصضیر دالة الهدف. ولكنه قد يكو ن من المفيد احیانا تحويل أي o^‏ 
لصیغتین إلى الآخری . 

ومن البدهي أن تکبیر أي دالة یکافی تصغیر العکوس ا معي الدالة والعکس 
صحیح › وعلی سبیل المثال تکبیر الدالة : 


Z = 6x, - 7x, - Ax, 





یکافی رياضياً تصغير الدالة : 
7x, + dx,‏ + ,×60۔ ع -Z‏ 

ويعني التكافؤ هنا أنه بالنسبة لنفس فئة الشروط. فان القيم المثلى للمتغيرات 
Xa‏ و 22 و × هي نمسها في كلتا اخالتین» والفرق الوحید بين الحالتين هو في قيمتى 
الهدف. ومع أنها تكون متساوية عددیأء إلا آنها سوف تظهر بإشارات معاكسة . 

كما أن بعض المسائل غير ال خطیة تتحول في بعض مراحل ا حل إلى مسائل 
خطية (كما سنوضح ذلك في الفصول القادمة) تحل باستخدام طريقة السمبلكس . 

سوف نکتفي في هذا الفصل بدراسة طريقتين لحل مسائل البرمجة الخطية 
هما طر يقه بيانية «(graphical method)‏ وطريقة السمبلکس «(simplex)‏ ويستخدم 
في التوضیح حل مسائل البرمجة الخطية في متغيرين أساسيين للقرار لأن تعمیم ذلك 
لأكثر من متغيرين يمكن تنفيذه باستخدام الطرق نفسها. 





البر مجة الخطية ۳۱ 
(Y , Y)‏ الطريقة البيانية ومبدأ الثنائية 
(Y, Y, V)‏ الطريقة البيانية 
تعرف هذه الطريقة لحل مسائل البرمجة الخطية بالطريقة البيانية أو بطريقة 
الرسم «(graphical method)‏ ومع أنه يكن استخدامها لحل مسائل البرمجة الخطية 
في متغیرین أو أكثرء إلا آننا سنقتصر على متغیرین . تعتبر هذه الطریقة القاعدة التي 
نعتمد عليها فی توضيح خطوات طريقة السمبلكس التي سنقدمها في البند التالي . 
ولنوضح الطريقة البيانية نورد مثالاً على ذلك . 





مثال (Y,‏ 
أوجد القيمة الكبرى للدالة : 
4x, + 5x,‏ ع Z‏ 
تحت الشروط او القبود: 
jx, 7x, S 10‏ 
2X. + X, > 3‏ 
وشروط الا شارة : 


Kj; EU s XU 


الحل 
إلى هذه المحالة تسمى 2 بدالة الهدف (objective function)‏ ويسمى 
التغیران x,‏ و x,‏ بالمتغيرين الأصليين (basic variables)‏ كما بس ال طاق : 
3x, + 7x, > 10‏ و ZX; *X,$3‏ 
بالشر طین الداليين (functional constraints)‏ أما الشر طان الأخيران فيطلق عليهما 
"T‏ ات الأصلية. قن 





Dm mm عدم‎ Uo LA أو‎ «(sign constraints) à شرطاالا شار‎ 


YY‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
الملاحظ أن دالة الهدف والشروط الدالية دوال خطية فی المتغيرين ,* و X3‏ 
نبدأ الحل بتحويل متباينات القيود إلى متساويات فنجد أن : 
3x, + 7x, = 10‏ 
2x; Xj- 3‏ 
من الواضح أن شرطی الإشارة 0 < x,‏ و 20 x;‏ يحددان منطقة الربع 
الأول من الحورین رگ و× ؛ أي مجموعة النقاط التي تقع أعلى الحور ,× وعلى 
يمين الحور Xa‏ 
الشرط الأول مستقيم يقطع محوري X, , X,‏ في النقطتين : 
a-o.) sao‏ 


الال الس uil Ene‏ با شن السورين في aba,‏ 
0 سے C=‏ و )0,3( D-‏ كما أن نقطة تقاطع المحورين هي (0 ,0( = 0. 


وبما أن مستقيمي الشرطين يحددان أعلى حد للحل المقبول لأن الشرط الأول ينص 
على أن الحل يقع على أو تحت المستقيم 02 . 
بحل معادلتى المستقيمين : 

3x, + 7x, = 0 


X= 3‏ + ,2 
نحد أن نقطة تقاطعهما هی (1,1)-8. ومن ذلك نلاحظ أن منطقة ا حلول المقبولة 
التي تحقق جميع الشروط هي المضلع e BOCE‏ ومن ذلك نلاحظ أن أي نقطة 
على المستقيمات BE‏ أو EC‏ أو OC‏ أو 08 أو داخل المنطقة المظللة تمثل حلا 





مكنا «(feasible solution)‏ و أ نقطۓ خار a‏ هذهالمنطقة. لا يكن أن Les‏ 
حلاً. من الواضح أن الحل الأساسي يتحقق في أربع من النقاط O,A,B,C,D,E‏ 


لیر مجة "Y Lal‏ 
وحیث إن لدینا شر طین داليين ومتغیرین فان عدد الرژوس الناتجة ء أو JU‏ 
"TA 242‏ 
التقاطع » هي e‏ وبصورة t dale‏ إذا كان لدينا 1 متغير و ۳ قيد او شرط 
.یی ) 
دالى فان عدد الرؤوس ALLII‏ هو : 


_ (m+n)! 
ارو او‎ 





۱ m+n ۱ 





n 





\ 2 N 


الشكل رقم (۲,۱). 


Yt‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


وتنحصر مهمتنا فى البحث عن اخلول الممكنة من الإحداثيات التی تعطى دالة 
الهدف ر×8 + ,×4 = Z‏ أكبر قيمة. واضح من الشکل البیانی رقم (۱ CY,‏ أن قيمة 
Z‏ تزداد كلما اقتربنا من نقطة الأصل» وتزداد كلما ابتعدنا عنها علماً أن ميل مستقيم 
دالة الهدف هو < -. 

من الواضح أن آول نقطة يقابلها مستقيم دالة الهدف في منطقة الحلول المقبولة ھی 


. هي‎ Z iod وتکون فیها‎ « E(1,1) 
76. = 4 کے زی‎ (1) 





و 
Eb»‏ کذلك آن ۰ 
رض 5 +(0) 4 - و 7 
74 - 
3 
Ze =4 +40‏ 
2 
6 - 


من الواضح أن 0 = ۰70 وبال الى فان ال الأمثل هو عند حيث إن 

و 1) > (x41 x5)‏ 
رت سد دالة | الهدف. أئ تتغیر ضيغتها الرياضية» فان ذلك 
Ka‏ ال او مال Z = 8x, e e‏ فان ا لحل الأمثل أو 
الأكبر یتحقق عند النقطة © ويكون 12 = -Ze‏ ويكون ا حل الأمثل عند B‏ فیما لو 
کات ج10 + 3x,‏ < ۰2 ویکوٹ عند فیما لو کانت وچ -5x,‏ و 

ما سبق نلاحظ ما يلي : 

(i)‏ يتحقق الحل الأمثل في إحدى نقاط الرؤوس لمضلع منطقة الحلول الممكنة 

وعندها يكون وحيداً . 


البرمجة الخطية Yo‏ 
(ب) إذا وازت مستقيمات دالة الهدف أحد القيود الدالية» فانه يوجد عدد لا نهائي 
من ا حلول المثلى (أي من قيم x,‏ و و الى تعطي آکبرقیمة لدالة 


الهدف2). 
(ج) تسمى الحلول عند نقاط رؤوس مضلع منطقة ا حلول الممكنة أساس (basis)‏ 


Ls (Y, 1, Y)‏ الثتائية 
قبل توضيح مبدأ الثنائیةء نأخذ مثالا ونحله بالطريقة البيانية السابقة . 


فال (Y, Y)‏ 
أوجد القيمة الصغرى لدالة الهدف 
U = 10y; + 3y,‏ 
محت الشر وط الدالية : 
24 ر27 + 3y,‏ 
y, 5‏ + 1۷۱ 


وشروط الاشارة: 





گی معادلات القیود الدالية كما يلى : 
+2y, - 4‏ 3۷ 


5= ولا + لا 
والان نرسم المستقيمين الناتجين. ونحدد hä‏ تقاطع كل منهما مع الآخر. 
وتقاطعهما مع شرطي الإشارة 0 = دلا و 0= ,۷ یوضحه الشکل رقم AY, D‏ 


1 تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 
نلاحظ أن منطقة الحلول المکنة» من الشکل Y)‏ ,۰6۲ هی المنطقة المظللة 
المحدودة بالحورین» والخط النکسر EBD‏ وکما سبق بتحريك خط دالة الهدف U‏ 


في اتجاه نقطة الا صل 0 ند قیم U‏ على الترتیب كما یلی : 
U, = 10 )0( + 3 )5( = 5‏ 


4 
3 


+ 3 (0) = 13.33 





E (o . مر مر(‎ 





الشكل رقم ATT‏ 


واخیرافإن قيمة U‏ عند نقطة تقاطع مستقیمی الشرطين الداليين» أى عند 
النقطة B‏ حيث ان 


السا ۳۷ 


9= ث1 )د | ۱0 - u,‏ 
11 11 


نلاحظ أن القيمة الصغرى لدالة الهدف ا هى القيمة الكبرى لدالة الهدف Z‏ 


في مثال (۱ و ۲). 


في الواقع یشار إلى السألة فى Y) Just‏ ,۲) بأنها ثنائية السألة فی الشال 


: وعقارتة المثالين نلاحظ مایلی‎ C(Y , V) 


(b 
a) 


(>) 


(>) 


تحولت مسألة التكبير في المسألة الأصلية إلى تصغير في المسألة الثنائية . 

جرى عكس ا جاہ متباینات القيود الدالية من "<" إلى ">" . لاحظ عدم تغير 
إشارات شروط الإشارة . 
مصفوفة معاملات القیود في المألة الثنائية مدور أو (منقول) 
(transpose)‏ مصفوفة العاملات فی المسألة الأصلية : 


3 2 [3 71 
M= 5 
2 0 


1[ 7 
حيث : MT , M‏ هما مصفوفتا معاملات JU‏ الثنائية والأصلية على 


المعاملات الثابتة فى شروط القيود الدالية في السالة الأسلية )2 ) أصبحت 


F 








معاملات متغی ات الق ارف ذالة الهدف فى المسألة الثنائية )3 ,10( آما 
معاملات دالة الهدف )5 ,4) فی المسألة الأصلية فقد آصبحت العاملات 


الثانية للشروط الدالية في المسألة الثنائية | ]. 


ومع أنه يمكن التعامل مع المسألة الأصلية في حالة ا حل بطرق البرمجة 


الخطيةء فإنه يكن تبسيط المسألة فى كثير من الأحيان لو تعاملنا مع المسألة الثنائية 
(أوالمرافقة له ) خاصة إذا كانت القيود الهيكلية آقل کثیرا من عدد متغيرات 


Y'A‏ تقنیات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 


القرار. أهم أهداف عرض مبدأ الثنائية وكذلك الطريقة البيانية لحل مسائل البرمجة 
الخطية في هذا البند هو تبسيط خطوات طريقة السمبلكس والتی سندرسها في 
البند التالی . 


(۷۴) شی الیک 

لاحظنا في البند (۲,۲,۱) المتعلق بالطريقة البیانیةء أن الحل الأمثل يقع 
Lala‏ عند أحد أركان مضلع الحلول الممكنة أو نقطة حدية point)‏ 6 و تعتمد 
طریقة السمبلكس أساساً على هذه الفکرة . 

باستخدام میزات الطريقة البيانية» فان طريقة السمبلكس تنفذ كعملية 
تکراریةء تبدأ عند نقطة ركنية تحقق جميع الشروط . وفي العادة تكون نقطة الأصل » 
ثم نتحرك إلى نقطة حدیة مجاورة (adjacent)‏ حقق جميع الشروط ثم إلى نقطة 
أخرى مجاورة وهكذا. . » حتى نصل إلى النقطة المثلى . 

سوف نوضح الطريقة باستخدام المثال CT, V)‏ وفراغ الحل لهذا المثال موضح 
بالشكل رقم (۲,۳). طريقة السمبلكس تبدأ عند النقطة الركنية 0 الت 
تسمی عادة بالحل المبدئى «(starting solution)‏ وبعد ذلك نتحرك إلى dax‏ 
وكية أخرى مجاورة: ومن الممكن أن تكون النقطة © أو النقطة «B‏ ويعتمد الاختبار 
هنا على معاملات المتغيرات في دالة الهدف. وحيث أن للمتغير :۸ أكبر معامل. 
والمطلوب تكبير الدالة فان الحل سوف یتحرك فى اتجاہ تزايد X5‏ حتى يصل إلى 
نقطة اخدية B‏ . وعند النقطة B‏ نكرر العملية ؛ لعرفة ما إذا كانت توجد Ala‏ حدية 





آخری تن أو تزید من قيمة الدالة > وباستخدام معلومات عن دالة الهدف 


البرمجة الخطية V‏ 


تستطيع معرفة فيما إذا كانت هذه النقطة موجودة أم لا. فی ا حقیقة سيتوقف ا حل 
عند النقطة E‏ وهی النقطة الحدية المثلى . 

توجد قاعدتان يتحكمان في اختيار النقطة الحدية (next) LJUJI‏ عند تفید 
طريقة السمبلکس : 


أو : القطة التالية جب أن تکون مجاورة للنقطة CUI‏ فعلی سبیل 
e JEN‏ فی الشکل رقم (۲,۳) فإن الحل لا يمكن أن یتحرك من النقطة 0 إلى النقطة 
E‏ مباشرة وبدون أن يمر بحافة منطقة الحل القبول «OA B‏ أي أنه يتحرك من 0 إلى 


EUM B ثم من‎ B 


ثانیاً : لا یکن أن یرجم ا حل أبداً إلي ا خلف؛ أي إلى نقطة حدية إختبرت 
من قبل . وعلى سبيل المثال في الشكل (۲,۳) فان ا حل لا یکن أن يرجع من 8 إلى 
۵ وتلخص فكرة طريقة السمبلكس فی أن ا حل يبدأ Lasla‏ من نقطة ركنية تحقق 
جميع الشروط إلى نقطة ركنية أخرى مجاورة لهذه النقطة تحقق جميع الشروط › 
وتختبر كل نقطة من حيث إنها النقطة المثلى أم لا قبل التحرك إلى نقطة جديدة . وفي 
هذا JLI‏ كانت البداية هي النقطة CO‏ ثم تحركنا إلى النقطة 8 ووجد أن ا حل الأمثل 
يقع عند النقطة E‏ لاحظ آننا آجرینا ثلاثة تکرارات (O, B, E)‏ للوصول إلى الحل 


MONI 
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الشكل رفم )۳ ۵ 5 


توجز Sal!‏ الأساسة لطريقة السمبلكس بأنها ا حاجة إلى تمثيل منطقة ا حل 
المقبول والنقطة الركنية جبرياً. وطريقة الانتقال بين النقط الركنية . يلاحظ كذلك 
وجود تناظر بین التعریف الهندسي (الطريقة البيانية) والتعریف الجبري (طريقة 
E R‏ 

فنجد أن فراغ ا حل في الأول يناظر شروط الصيغة القياسية فی الثانیة: 
والنقط JI‏ كنية في الاولی تناظر الحلول الااساسية (basic solutions)‏ للصيغة 
القياسية . 

سوف نوضح التناظر بين منطقة الحل والصيغة القياسية وبعد ذلك نشرح 
التفاصیل الحسابية لطريقة السمبلکس . 


البرمجة الخطية 3 
(Y, Y, )‏ قثیل منطقة JA!‏ في الصيغة القياسية 
سوف نوضح كيفية التمثيل الجبري لمنطقة الحل باستخدام JUI‏ (۱ , ۲). 

تعطى الصيغة القياسية للنموذح كما يلي : 
آوجد القيمة الكبرى للدالة: 

Z= 4x, + 5x, + 05, + Os, 
: نحت القيود التالية‎ 

3x, + 7x, + S} = 10 

2X, T Xa ۳ سے د5‎ 3 


یحددالشکل رقم (Y , E)‏ منطقة ا حل . يكن قثیل كل نقطة في هذه المنطقه 
بدلالة التغیرات $5 ,X5,8,‏ ,۲ من الضيغة القياسية. 








(Y, ٤( الشکل رقم‎ 


EY‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 

لتوضيح ذلك. لاحظ أن 0 > s,‏ و - ,و تنقص المعادلة التعلقة إلى 
حافة في فراغ ا حل. وعلی سبيل الشال 0 = ,5 تناظر 10 = ×7 + ,36 التي تمثل 
اخافة hp . BE‏ كانت 0 < op s;‏ هذا سيحرك النقطة الممكنة (feasible point)‏ إلى 
داخل منطقة الحل . 

هدفنا الرئیسی هو تحدید النقط الحدية جبریاً وعند اختبار الشكل رقم 
,)لط أن للقيم 485 Ri Ks a S‏ التعلقة بالنقاط C;E,B,O‏ الطراز 
التالى إذا كانت قيمها تساوى الصفر : 








فی هذه الطريقة يجب مراعاة الملا حظتين التاليتين : 
۱- حيث إن للصيغة القياسية معادلتين وأربعة مجاهیل فإنه لكل نقطة حدية اثنان 
)4-222( من المتغيرات فی المستوى الصفری . 
۲ تحتلف النقط ا حدیة المتجاورة فی متغير واحد فقط . 
توضح الملاحظة الأولى أن النقط الحدية لمنطقة الحل تحدد جبرياً بوضع عدد 
من الشغیرات مساویاً اأضفر: وهذا العدد يساوي الفرق بين عدد المجاهيل وعدد 
العادلات وتعتبر هذه خاصية وحيدة للنقطة الحدية. لاحظ من الشکل رقم (5 (Y,‏ 


أن لكل نقطة عير حدیة متغير وحيدا صفريا على الأكثر . وعلى سبیل المثال لیس لكل 


ال مجة اط EY‏ 
النقط الداخلية متغيرات صفرية بينما تقع UU‏ كل نقطة غير حدية على حافة متغير 
صقري . 

لاحظ أن الخاصية الوحيدة للنقط الحدية تؤدى إلى هذه الطريقة العامة التالية 
لسحدید النقط الحدية جبرياً. نفترض أن للصيغة القياسية m‏ معادلة» و2 من 
المتغيرات حیث .m 5 n‏ 

خدد کل النقط الحدية المقبولة باعتيار الحلول الموجبة لعدد m‏ من العادلات 
التى نضع فیها عدد n-m‏ من التغیرات بقیم صفریه . 

یسمی الحل الوحيد رياضياً الناتج من وضع nm‏ من المتغيرات مساویة للصفر 

حلا اساسا «(basic solution)‏ ويسمى ا حل الأساسى الذى یحقق شروط عدم 
السالبية بحل أساسي مکن (basic feasible solution)‏ وتسمى المتغيرات التي 
وضعت بقيم صفرية بمتغيرات غير أساسية non-basic variables)‏ )» كما تسمى 
ا متغیرات الباقية يمتغيرات أساسية (basic variables)‏ . 

النتیجة العامة : إن التعریف الجبري للحلول الأساسية في طريقة السمبلكس 
يحل محل النقطة الحدية فى منطقة الحل البياني . وذلاحظ أن آکبر عدد للتكرارات 
فى طريقة | لسمبلكس يساوي العدد الأكبر من ا حلول الأساسية في الصيغة 
القياسية. وهدا ebat Reis s‏ وی ادم 


n 
m 


الملااحظة الثانية التي ذكرت سی جداً حسابیأء لأن طريقة السمبلکس 
تتحرك من نقطة غير مثلى إلى نقطة مجاورة لهاء وحيث إن النقط المجاورة تختلف 
فى متغير واحد فقط » فيمكن تعيين النقطة الحدية التالية المجاورة بتبديل المتغير غير 
الأساسي الصفري في النقطة الجارية بمتغير أساسي جار . | 

لتوضيح ذلك لنفرض أننا في المثال (۱ (Y,‏ عند النقطة 0 ونريد أن نتحرك إلى 
8. للحصول على 8 نزيد من قيمة المتغير غير الاساسي و حتى نصل إلى KB‏ انظر 
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الشکل (CY, E)‏ وعند B‏ یصبح التغیر 5 (كان أساسياً عند 0) تلقائياً متغی را صفرياًء 
وبالتالي غير أساسي . 


= 


يكن توضیح التبدیل الذي حدث بان 12 و 5 كما في ا جدول التالی : 


الحدول رقم (؟. AY‏ 





إذا نظرنا إلى الشكل )€ , CY‏ نلاحظ أن النقط المجاورة الحدية تتحدد بتبديل متغير 
واحد أساسي فقط بتغیر غير آساسی» ومن خلال هذه الفكرة یکن ترسيظ حسابات 
طريقة السمبلکس . | 

وتعتمد طريقة السمبلکس كذلك على تحديد التغیرین : الداخل إلى الحل 
الا ساسی > والتغیر الخارج منه. 
المتغير الداخل (entering variable)‏ وهو أحد nd‏ ات ie‏ —- ا حالیة الذی 
سوف يدخل فثة المتغيرات الأمساسية في التکرار التالى» أما التغیر الخارج 
(leaving variable)‏ فهو التغیر الااساسی فی التكرار ا حالی الذى سوف يترك فة 
الحلول الا ساسية في التکر ار التالی . ۱ 


CT‏ ارز السیتکی 


البرمجة الخطية o‏ 
خطوة :)١(‏ باستخدام الصيغة القياسية» نعين حلا أساسيا مقبولا بوضع 


. متغير (غير أساسي عند المستوى الصفري)‎ n-m 


خطوة :(Y)‏ نختار متغيرا داخلا من التغیرات غير الأساسية والذي 
بحس قيمة دالة الهدف» عندما يزداد على الصفرء ون لم يوجد متغیر غير أساسي 
له هذه الخاصية نتوقف عند ذلك : ويكون آخر حل قد حصلنا عليه هو ا حل الأمثل . 
واذا وجد متغير غير أساسى له هذه الخاصية ننتقل إلى الخطوة (۳). 


خطوة (7): نحدد الحل الأساسي الجديد بجعل المتغير الداخل أساسياء 
والمتغير ا خارج غير ساسي. ثم ننتقل إلى الخطوة (۲). 

سوف نشرح تفاصيل طريقة السمبلكس باستخدام ا مثال CY, V)‏ وهدا 
یتطلب التعبير عن دالة الهدف وكل شروط الصيغة القياسية كما يلي» حيث إن Jis‏ 
الهدف هي : 


Z - dx, - 5X, - 05, - 05,20 


10 = وپ و7 + Jx,‏ 


3 = رو + X;‏ ا 


كما ذكرنا سابقاًء نحدد ا حل الأساسي البدئی من معادلات القيود بوضع 
اثنین )4-222( من المتغيرات بقيم صفرية شريطة أن يكون الحل الناتح وحيدا 
و ۵ a‏ : ولا. واضح أنه بوضع 4-0 =× نحصل على 10 > 5 x‏ 3 کر 5 
(النقطة 0 فى الشکل )£ , (Y‏ ولهذا يكن استخدام هذه النقطة کنقطه حل مبدئي 


البرمجة الخطية o‏ 
خطوة :)١(‏ باستخدام الصيغة القياسية» نعين حلا أساسيا مقبولا بوضع 


. متغير (غير أساسي عند المستوى الصفري)‎ n-m 


خطوة :(Y)‏ نختار متغيرا داخلا من التغیرات غير الأساسية والذي 
بحس قيمة دالة الهدف» عندما يزداد على الصفرء ون لم يوجد متغیر غير أساسي 
له هذه الخاصية نتوقف عند ذلك : ويكون آخر حل قد حصلنا عليه هو ا حل الأمثل . 
واذا وجد متغير غير أساسى له هذه الخاصية ننتقل إلى الخطوة (۳). 


خطوة (7): نحدد الحل الأساسي الجديد بجعل المتغير الداخل أساسياء 
والمتغير ا خارج غير ساسي. ثم ننتقل إلى الخطوة (۲). 

سوف نشرح تفاصيل طريقة السمبلكس باستخدام ا مثال CY, V)‏ وهدا 
یتطلب التعبير عن دالة الهدف وكل شروط الصيغة القياسية كما يلي» حيث إن Jis‏ 
الهدف هي : 


Z - dx, - 5X, - 05, - 05,20 


10 = وپ و7 + Jx,‏ 


3 = رو + X;‏ ا 


كما ذكرنا سابقاًء نحدد ا حل الأساسي البدئی من معادلات القيود بوضع 
اثنین )4-222( من المتغيرات بقيم صفرية شريطة أن يكون الحل الناتح وحيدا 
و ۵ a‏ : ولا. واضح أنه بوضع 4-0 =× نحصل على 10 > 5 x‏ 3 کر 5 
(النقطة 0 فى الشکل )£ , (Y‏ ولهذا يكن استخدام هذه النقطة کنقطه حل مبدئي 


£1 تقنيات الأمثلية فى البر مجة غير الخطية 


مقبول. وتكون القيمة المناظرة لدالة الهدف Z‏ هي الصفر. وحيث إن كلاً من 
2× . × متغيرين صعريين وكنتيجة لذلك تتغیر المعادلة الهدفية بحيث يساوي طرفها 
الأيمن الصفر . 

یتضح أن الطرف الأيمن لدالة الھدف: ومعادلات الشروط تؤدى مباشرة إلى 
ا لحل ا لمبدئيء وهذه هي الحالة الدائمة عندما تتكون نقطة البداية من كل الشغیرات 
المتممة . 

يمكن تلخيص المعلومات السابقة في صيغة جدولية كما في الجدول رقم 
(Y)‏ 





البيانات المعروضة بالجدول تحدد المعلومات التالية : 

یبین العمود الأساسي ا متغیرات الأساسية الحالية ,5 و وہ وقيمها معطاة بعمود 
اخل» وعذايقرض ضمتیا أن التغیرات غير ik aL‏ د × (التي لم تظهر فی 
العمود الأساسي) لها قيم صفرية . 

قيمة دالة الهدف تكون : 


0 - (3) 0 + (10) 0 + (0) 5 + (0) 4 = 7 
الما قو رادم في سرد اخل. 
فحص المعادلة الهدفية صف العادلة 2 يمكن معرفة ما إذا كان الحل الحالى 


٤۷ al لیر مجة‎ 





أفضل أم لاء لاحظنا أن لکلا التغیرین الصفریین ز× و × معاملا سالبا وهذا يعني أن 
لها معاملات موجبة فی دالة الهدف الاصلية. وحیث إننا نرغب في تکبیر قيمة 
الدالة» فإنه هکن تحسين قيمة 2 بزيادة قيم × أو x,‏ عن القيمة الصفرية . لذا نختار 
المتغير ذا العامل الأكثر سالبية حیث إن الخبرات ا حسابیة توضح أن هذا الاختیار 
مفضل لكي نحصل على ا حل الأمثل بسرعة . 

تعتبر الملاحظة السابقة أساسية لما يسمى بشروط الأمثلية لطريقة السمیلکس 
وهي توضح أنه في حالة التکبیر إذا كانت كل معاملات المتغيرات غير الأساسية 
موجبة في المعادلة Z‏ من الجدول ا حاليء فان الحل الحالي هو الحل الأمثل. وإن لم 
يكن كذلك فإن ا متغیر غير الأساسی الذي له المعامل الأكثر سالبية يختار كمتغير 
داخل . 

تطبيق شروط الامتلیة على جدول البدء (۲,۳) نختار X2 RA‏ کمتغیر 

داخل . وعند هذه النقطة يكون التغیر ال خارج أحد التغیرین الأساسيين و «S5‏ 
وهذا یتحقق باستخدام شروط القابلية (feasibility condition)‏ التي تختار التغیر 
الخارج كأحد المتغيرات التي تصل إلى القيمة الصفرية عندما يضلا التغیر وای اکر 
قيمة عند نقطة حدية مجاورة. بالطبع فإننا نود عمل هذا بدون استخدام اخل 
البياني» علماً بأن الحل البياني يساعد في تطوير شروط القابلية جبريأ. اعتبر منطقة 
ا حل للمثال )٢۱(‏ الموضح في الشكل E)‏ ,۲) . 

تساوي أكبر قيمة للمتغير ر ×أصغر مقطع موجب للشرط مع المحور X»‏ 
جبرياً. كل من هذه المقاطع تساوي نسبة الطرف الأيمن للشرط إلى ا معامل الموجب 
للمتغير الداخل . فإذا كان معامل x,‏ صفرا أو سالباء فهو لا يقطع الاتجاه الوجب 
للم‌حور :. ومن ناحية آخریء فان نقطة تقاطع الشرط (۱) والشرط (۲) مع 
المحور 2 هی : سس وی و 3 2- و . 





۸ تقنيات الامثلية في البرمجة غير الخطية 
لهذا فإن و× تصل إلى اقصی قيمة وهي -T‏ عند 8ء وعند هذه النقطة سوف 


يكون ,5 هو المتغير الخارج . 

يكن od silla EA ar DER, dili‏ مباشرة من لول 
السمبلكس . نعين ولا العمود تحت المتغير الداخل × ثم نأخذ نسبة عناصر الطرف 
الأيمن لمعادلات القيود إلى العناصر الناظرة فى عمود المتغير الداخل (شريطة ألا يكون 
مقام النسبة سالبا آو صفر) ولا ب فة للمعادلة الهدفية ویکون ا متغیر الخارج 
هو التغیر الاساسی الواجه لأصغر نسبة بین هذه النسب . 

جدول البدء (۳ , ۲) للمشال D‏ ,۲) مکرر فى الجادول E)‏ , ۲) بعد حساب 
النسب وتعيين التغیر اخارج. من أجل حساب التکرار التالي نحدد العمود 
أسفل التي الداخل ویسمی بالعمود الداخل (entering column)‏ والصف 
التعلق تام ف ر ا خارح يسمى بالمعادلة المحورية «(pivotal equation)‏ 
والعنصر الذي يقع في تقاطع المعادلة المحورية والعمود الداخل یسمی العنصر 


المحورى سیت (pivot‏ . 
اخدول ر (Y, ٤٤‏ 


العمود الداخل 
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بعد تعیین ا متغیر الداخل والمتغير ا خارج: نحسب عناصر التکرار التالی 
باستخدام طريقة جاوس جوردان š « (Gauss - Jordan)‏ للقاعدتين التاليتين : 
١‏ - قاعدة المعادلة المحورية: 
المعادلة المحورية الحديدة = المعادلة المحورية القديمة + العنصر المحوري 
۲- قاعدة العادلات الأخرى بالاضافة للمعادلة Z‏ 
المعادلة الحديلة = 


اقب انا amid‏ | 


s‏ 1 ہے — . العب 


الداخل 

يجعل النوع الأول من الحسابات العنصر المحوري يساوي واحدا في المعادلة 
الداخل مساویه لل E‏ و هدا بالضرورة مكافئ للحل من أجل JH‏ الأساسي 
الجديد بالتعويض خارج المتغير الداخل في كل المعادلة المحورية . 
بتطبیق القاعدة الأولى على الحدول EXC‏ نقسم المعادلة - , 5 على العنصر 

يؤدى إلى التغييرات التالية فى جدول البدء نلاحظ أن عمود 


|] 


الجدول رقم .(Y,0)‏ 
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بعد تعیین ا متغیر الداخل والمتغير ا خارج: نحسب عناصر التکرار التالی 
باستخدام طريقة جاوس جوردان š « (Gauss - Jordan)‏ للقاعدتين التاليتين : 
١‏ - قاعدة المعادلة المحورية: 
المعادلة المحورية الحديدة = المعادلة المحورية القديمة + العنصر المحوري 
۲- قاعدة العادلات الأخرى بالاضافة للمعادلة Z‏ 
المعادلة الحديلة = 


اقب انا amid‏ | 


s‏ 1 ہے — . العب 


الداخل 

يجعل النوع الأول من الحسابات العنصر المحوري يساوي واحدا في المعادلة 
الداخل مساویه لل E‏ و هدا بالضرورة مكافئ للحل من أجل JH‏ الأساسي 
الجديد بالتعويض خارج المتغير الداخل في كل المعادلة المحورية . 
بتطبیق القاعدة الأولى على الحدول EXC‏ نقسم المعادلة - , 5 على العنصر 

يؤدى إلى التغييرات التالية فى جدول البدء نلاحظ أن عمود 


|] 


الجدول رقم .(Y,0)‏ 





0 تقنيات الأمثلية فى البر مجة غير الخطية 


أدى الحل إلى قيمة جديدة | = و | والذي يساوي النسبة الصغرى من 


شروط القابلية (feasibility condition)‏ . لتکملة ا جخدول نتفذ الحسابات وفقأ 


للقاعدة الثانية : 
-١‏ المعادلة Z-‏ 
)0 0 0 کہ 4- 1) : العادلة القدهة 
م و 2 و D‏ 0 | : المعادلة للحوریة الجديدة 
| 50 5 قل ا 
ا سے | س سب 5 | اخّلة ری ات ۵٠‏ 
| ج 0 سے 0 <- Iı‏ ۱ لاله مه دی 


s, المعادلة‎ -Y 


àcagis, اععادلهة‎ : ) 2 1 0 1 3) 


jx;‏ 2- م لہ 1 کے 0 ( : المعادلة المحورية الجديدة 


E 0 ۱ n.‏ 0 ) : المعادلة وہ الجديدة 


ويكون الجدول ا حديد الكامل هو الجدول رقم (Q0‏ 





0 تقنيات الأمثلية فى البر مجة غير الخطية 


أدى الحل إلى قيمة جديدة | = و | والذي يساوي النسبة الصغرى من 


شروط القابلية (feasibility condition)‏ . لتکملة ا جخدول نتفذ الحسابات وفقأ 


للقاعدة الثانية : 
-١‏ المعادلة Z-‏ 
)0 0 0 کہ 4- 1) : العادلة القدهة 
م و 2 و D‏ 0 | : المعادلة للحوریة الجديدة 
| 50 5 قل ا 
ا سے | س سب 5 | اخّلة ری ات ۵٠‏ 
| ج 0 سے 0 <- Iı‏ ۱ لاله مه دی 


s, المعادلة‎ -Y 


àcagis, اععادلهة‎ : ) 2 1 0 1 3) 


jx;‏ 2- م لہ 1 کے 0 ( : المعادلة المحورية الجديدة 


E 0 ۱ n.‏ 0 ) : المعادلة وہ الجديدة 


ويكون الجدول ا حديد الكامل هو الجدول رقم (Q0‏ 





ال مجة | Er‏ ١ه‏ 


۱ کے نے ۱ T‏ 10 | - س TD‏ ۰ 
نلاحظ في اخل اج دید ان سح = و6 و ) < × (وهو النقطة B‏ في 





امحدول (1 ,۲) له نفس خواص الجدول السابق. ومن شروط القابلية نجد أن ,× هو 
سوف تؤدي عملیات جاوس جوردان التالية إلى ا جدول ا جدید : 


e‏ ۲ ۲ . — سے سر در الال 
)1( المعادلة 5 المحورية SLALI‏ — معادلة ہ8 E T 4£ Jal‏ ۱ 


| 13۔ ۲ 
)2 ( المعادلة Z-‏ احدیدة = معادلة Z‏ القديمة — X‏ 5( »المعادلة المحورية 


I 


الحديلة . 


METERT اج‎ starile, Dionitti- £dd] (uj 


الحديدة. 
باجراء اخسابات تحصل على احدول رقم (۷ , CT‏ 





oY‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





ڪل رفم )0 XY,‏ 


من ا لحل ند أن 1= x;‏ و 1= ,× وهي النقطة ۴ فی الشكل )۲,١(‏ ونجد 
قيمة دالة الهدف من الجدول رقم (۲,۷) الذي يعتبر الجدول الأخير الأمثل لن 
معاملات جميع ا متغیرات الأساسية موجبة . 

تم توضيح طريقة السمبلكس بمسألة تكبير» أمافي حالة مسائل التصغير. 
فيكون الطلوب فقط تغيير شروط الأمثلية بحیث يكون للمتغير الداخل العامل الأكبر 
إيجابية في المعادلة Z-‏ وتکون شروط القابلية غير مختلفة بالنسبة لکل من التصغير 
والتكبير ويمكن تلخيص ذلك في شرطين مهمين كما يلي : 


البرمجة الخطية oY‏ 


شروط الأمثلية: شرط الأمثلية (Optimality condition)‏ هو أن يكون 
التغیر الداخل فى التكبير (تصغير) متغیرا غیر آساسی له المعامل الأكثر سالبية 
Goes‏ الماد 2 . ویکون ال آمثل عندما 5$ ن معاملات ااتغیرات فهر 
الا ساسية فی العادلة Z-‏ غير سالبة (غير موجبة) . 


شرط القابلیة : ينص شرط القابلية (feasibility condition)‏ « فی مسائل 


نير الخارج هو متغيرا أساسيا له أصغر نسبة (بمقام 





موجب). 


(Y,Y) مثال‎ 





محت القیود : 


Xx, + 2x, S6 


X5 cU‏ ہی کا 


ا خل 


توضع المسألة في الصيغة القياسية كالتالي : 


of‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


كبر الدالة: 
ر08 + Os, + 0s, + Os;‏ + یڈ2 + x,‏ ع 7 


تحت القيود : 


X; + 2X4 +$; =6 
2x, + X5 t د8‎ =$ 
-X t X; + S4 = [ 

X2 + م5‎ =2 


Ss, 20‏ و ے5 + وه و رک X15. X52,‏ 
نعبرعن دالة الهدف و کل قيود الصيغة القياسية كما يل : 


Xi + 2X4 8, - 6 
2X, + X) +S» =se 
* ۳ T X +S, = ] 

3 ts, > 2 


نحدد الحل الأساسي البدئي من معادلات القيود بوضع اثنين (4 - 6 = 2) من 
المتغيرات بقيم صفرية شريطة أن يكون ا حل الناتج وحيدا ومقبولا. واضح أنه بوضع 
0= << ,× نحصل على 6= ,8 و 8ه رو و ۶1 وو و 5-2 ولهذایکن 
استخدام هذه النقطة كنقطة حل مبدئي آساسي مکن. وتکون القيمة الناظرة لدالة 


البرمجة الخطية 00 


الهدف 2 هي الصفر . ویدی الطرف الاين لدالة الهدف ومعادلات القيود مباشرة 
إلى الحل البدئی . 

يكن تلخیص العلومات السابقة فی صيغة جدولية کمافي ا جدول 
(Y, A)‏ 


احدول رفم ATA)‏ 





الا ظ أن التغیرین الصفریین × و و2 كليهما له متغیرات سالبة تعني 
أن لها معاملات موجبة فی دالة الهدف الاصلية. وحیث إننانرغب في تکبیر 
قيمةالدالة. فانه یکن حغسین قيمة2 بزيادة قيم X2 PeF‏ عن القيمة 
الصفرية . 

لذا يختار المتغير ذو المعامل الأكثر سالبية» ولذلك نختار المتغير ,۰ كمتغير 
داخل ولتحدید التغیر الخارج . سن S T‏ العمود تحت التغیر الداخل ,× ثم نلغي كل 
العناصر السالبة والصفر فى معادلات الشروط. ثم نأخذ نسبة عناصر الطرف الا ین 
لعادلات الشروط» ويستثنى منها المعادلات ذات العناصر الملغية في العمود الداخل 
وكذلك المعادلة الهدفية . وهذا موضح بالجدول رقم Q6,‏ 


العمود الداخل 


المعادلة 





وللحصول على المعادلة المحورية الحديدة» نقسم جميع عناصر المحورية القديمة على 
العنصر المحوري كما هو موضح بالجدول رقم (۲,۱۰). نلاحظ أن قيمة ,× تغيرت 
من 0 = Jx‏ 4 = × فی عمود ال . 





البرمجة الخطية oV‏ 


ولتكملة الجدول نجری ا حسابات التالية : 
۱- المعادلة Z-‏ 


)0 0 0 0 0 2- 3- 1):العادلةالقدية 
bladi : ۲ 3 > 0 > 0 0 12 | x (-3)-‏ الس ابي 
E 0 i 0 0 12 |-‏ 0 | | : المعادلة الجديدة 


si- المعادلة‎ - Y 
العادلة القدية‎ :)0 1 2 1 0 0 0 6) 


x0)-‏ )4 م م ل 0 —- 1- ٥‏ ): العادلة للحورية الجديدة 


نے | 


: £z 0 0 2 | - 


نے 


0 0 1 اول اد 


S3- المعادلة‎ -Y 


)1 0 1 0 0 1 1- 0):المعادلةالقدية 

o > 0 0 4 xq)‏ ل 1- 0): المعادلة المحورية الجديدة 
دا o l | o‏ 2 0 0): العادلة الجدید: 
EU | 2 3 j=‏ 


S4- المعادلة‎ -5 

المعادلة الجديدة هى نفس المعادلة -, s‏ القديمة OY‏ معاملها في العمود الداخل 
يساوي صفرا. 

الجدول الکامل موضح باب دول رقم (۲۱۱). يعطي JA‏ الجديد 
4 = رن 0 = و كما أن قيمة 7 ازدادت من صفر إلى 12 وهذه الزيادة حدثت بسبب 
زيادة فی المتغير مع ضفر إلى 4 


۸ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 





حیث إن كل زيادة في ,+ تزید 2 بمقدار 3 وعلی ذلك تكون الزيادة الكلية فی 7 هی 3 
2 ء من ا جدول رقم (7,11) يتضح أن التغیر الداخل هو و» ء والشغیر 
الخارج هو ,5 وتكون المعادلة - , 5 هي المعادلة المحورية . 

وللحصول على اخل الجديد نجري ا سابات CJUI‏ لتكوين الجدول 
AEE‏ 


. + المعادلة .و‎ (s) المعادلة المحورية الحديدة‎ -١ 

-Y‏ المعادلة 2 الجديدة - المعادلة Z-‏ القدية - ]— -[ «العادلة الحورية 
الحديدة 

٣‏ لها اق اق او م ا ج 5 ki Lad x‏ الک روڈ 
احدیدة 

لاے  aballegi.ndis, ijoLAD‏ یی سو اج تا اه ای 


احدیدة 


ال مجة | خطة ۹ 


i المعادلة المحورية اححدیدة‎ X (1) - à x AxJI S 47 الحديلة — العادلة‎ S 47 المعادلة‎ - 02 





4 10 ۱ e iy 1 


2 
.7 - 122 
3 

يعد هذا ا حل حلا آمثل لعدم وجود أي متغیر آساسی له معامل سالب فی 
العادلة 7. 


CY, £)‏ تمارین 
-١‏ استلمت شركة كيميائية طلباً للحصول على ١1٠٠‏ كيلوجرام من خليط مكون 
CY, NT‏ 


تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 





یتضمن الطلب الشروط الاتية : 
-١‏ يجب أنيحتوي الخليط على ٠٠١‏ كيلوجرام في الأقل من المركب 
الثاني . 
-Y‏ يجب ألا يحتوي الخليط على آکثر من 5٠٠‏ کیلوجرام من الرکب الأول . 
۳- يجب أن يحتوي الخليط ۱۵۰ کیلوجراما في الاقل من الرکب الثالث» 
والطلوب إيجاد ما يلي : 
(D)‏ صياغة المسألة على شکل برمجة خطية 
(ب) کتابة المسألة الثنائية القابلة للصياغة فى (أ) . 
(ج) ال الأمثل للمسألة والمسألة الثنائية ۱ 
اكتب المسألة الثنائیة للمسائل التالية» ثم أوجد حلها باستخدام الطريقة البيانية 
(إن أمكن ذلك) وكذلك بطريقة السمبلكس . 
(D‏ تكبير الدالة: 
Z —-5x, + 2X,‏ 


حت القيود : 


اب 
اس 
+- 
بن 
من 
li‏ 
۸ 
An‏ 


من 
» 
IV‏ 

ب 


البرمجة الخطية 3 


: تصغير الدالة‎ (o) 
Z = Ox, + 3x, 
: د‎ all محت‎ 


X ۲ X, & Û 


(ج) تصغير الدالة: 


تخت الق د : 


ks xU 
: أوجد حل المسألة الثنائیة (الرافقة) للمسألة الآتية‎ -۳ 


الدالة : 





3× + ر×4‎ + x} > 6 
10x; - 8x» + 4x, > 4 
2X, + 3X, + + 6 
Xi y X5 , Xa > 0 


#- باستخدام الطريقة البينية وطريقة السمبلکس. أوجد جل السائل العالیة: 


تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


( أ) تكبير دالة الهدف: 


+ 1 < ر2 


نحت القيود : 


x. FR Sa 
2X, + دعر‎ > 4 


X4. p Igay 


(ب) تكبيردالة الھدف : 


Z = 3×, + و4‎ 


نحت القيود : 


2x, x, $0 
2x, *t3x, > و‎ 
X; y X, ZÛ 


(ج) تصغيرالدالة: 


تحت القيود : 


)5( تكبيرالدالة: 


Ww AT ID 


Ps 
T 
"sl 
b 
IV 
ke 


0 اه & بو X.‏ 
اعتبر مسألة البر مجة الخطية التالية : 
إيجاد النهاية الكبرى لدالة الهدف 
Z = 10x; + 24x,‏ 
وذلك تخت القيود: 
Jx, + 5x, > 60‏ 
X, + 4x, > 48‏ 
4X, + 3x, € 24‏ 
x, 20,x,z0‏ 
(أ) باستخدام الطريقة البيانية أوجد ا حل الأمثل لهذه المسألة . 
(ب) باستخدام Ax Jo‏ ہہ أو جد ا حل الأمثل لهده المسألة à‏ 
باستخدام طريقة السمبلکس آوجد النهاية الکبری لدالة الهدف التالية : 
8x, + 7x, + 5x,‏ ع Z‏ 
Xx} > 6‏ + ر×3 + dx,‏ 
10x, -6x, + 4x, € 4‏ 
2X, FIX x42 6‏ 
0 


Xi >» ۶2 , X42 


رس رد 


البر مجة غير الخطية ذات JA‏ 





Ln e‏ ه البحث ا خطی بدون استخدام الشتقات 
e‏ البحث الخطي باستخدام الشتقات e‏ غارین 


(Y, Y)‏ مقدمة 

تُعنى مسائل البرمجة غير المقيدة بمتغير واحد بإيجاد ا حل الأمثل للدالة : 
f(x)‏ ع ,7 QN)‏ 

حيث f(X)‏ دالة (غيرخطية) في التغیر المفرد ×» ويكون البحث عن الامثلیة في هذه 

الحالة مکافئاً لإيجاد قيمة × فی الفترة غير المحدودة | مه , مه -) التى تجعل 2 أكبر 

(أصغر) ما يكن . و إذا كان البحث مقيدا في فترة محدودة آقل» مثل الجال 
b]‏ , 2] فإنالمسألة تصبح عبارة عن إيجاد الأمثلية للدالة : 

| Z — f(x) idil 


(Y , Y) 0 ۳‏ 
السرم شر وط 0 > 8 


10 


اس تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ويعرف البحث عن النقطة المثلى بالبحث ا خطيء و يعتبر بمثابة العمود الفقری 
لحل مسائل البرمجة غير الخطيةالمتعددة المتغيرات . وتصنف طرق البحث الخطي الى 
فسمين رئيسين هما : 
() البحث الخطی بدون استخدام الشتقا 
(ب) البحث الخطي باستخدام الشتقات 

وسندرس طرفا للبحث الخطي لهذین القسمين فی البندین التالین . 





(Y, Y)‏ البحث الخطي بدون استخدام الشتقات 

یکون تحديد الامثلية - من الناحية العملية - باستخدام التفاضل والتکامل غير 
مثمر أحياناً وذلك لأن الدالة الهدفية قد تکون غير معروفة فی صورة رياضية؛ وبذلك 
یکون التفاضل مستحیلا. أو أن یکون الخضول على النقطة الساكنة جبریا Pi‏ 
مستحیلاً. في مثل هذه الحالات» نستخدم الطرق العددية لتقریب مکان الأمثلية 
الحلية فى حدود درجة دقة مقبولة . 

تبدأ أساليب البحث الخطي التتابعی بفترة محدودة» ویفترض أن تکون فیها 
الدالة الهدفية احادية النوال» يتم تقلیص هذه الفترة بانتظام حول القيمة المثلى 
المحلية» حتی تنحصرالقيمة المثلى داخل حدود مقبولة . یتأثر هذا التقلیص بالتقييم 
المتتابع للدالة الهدفية عند نقط مختارة. يتم في ذلك استخدام خاصية النوال 
الأحادى لحذف أجزاء من الفترة ا حالیة . سوف نناقش فيما يلى بعض الطرق ومنها 
بحث فیہوناتشی (Fibonacci)‏ وبحث الفترة الذهبية . 


تعریف : الدالة أحادية المنوال 
تكون الدالة f(x)‏ أحادية المنوال (unimodal)‏ عند النقطة ‏ إذا تحقق 
الشرطان التاليان لاي و ×> , لابحيث ( f(x )sf(x‏ و ( )۴ fx)‏ 





البرمجة غير الخطية ذات المتغير الواحد ۷ 
© >و × تودی الى أن Jfx2)«fx,)‏ 
x ,»x ' (ii)‏ تودی الی آن .)5 Kx ,( > f(x‏ 


حيث ^ x‏ هی النقطة المثلى(نهاية صغرى) و X‏ > , ۰ وتقعان في نطاق تعریف 
الدالة f(x)‏ | ۱ 

بعض الأمثلة للدالة أحادية النوال موضحة فی الشکل (Y , Y)‏ قد تكون 
الدالة أحادية المنوال غير تفاضلية وحتى غير متصلة . 








J 
۹ 





۱ -4 ظ‎ ۱ i 

in a d 

' 5 RE : : × 

à "ibd ax Xb ۵ 
[^d (B) (C) 


الشكل رقم (۳,۱). الدالة أحادية المنوال. 


لتصغير دالة أحادية المنوال معرفة على فترة محدودة 





۸ تقنیات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ومغلقة بحيث يعطي تتابع فیہوناتشی (Fibonacci sequence)‏ للبحث اخطي 


بالمعادلة : 
| ...1,2,3 ہے SF FF‏ ہی F‏ 
1 سم ۲ سم ٣‏ 


qu 
: ای آن‎ 

m, ) ۲ ,(- )1 ,1, 2 ,3, 5 , 8 , 13, 21, 34, 55, 89, ...] 

ویعتبر أحد أكفأ أساليب البحث التتابعي. ويتم ا حصول على كل عدد في 
التتابع |م F‏ ) بإضافة العددين السابقين باستثناء العددين الأولين ,۳ , م2 اللذين 
يساوي كل واحد منهما واحدا. 

— للبحث نفترض أن تکون فترة الشك (uncertainty)‏ أو عدم 
التيقن هي MM 3٤ 7 b,|‏ و * المحر فين بالعادلتن التالتن : 


(Yr. 0) ۳04 + و طا ) گے‎ "P k=l, 2, 3... .,n-l 


n-k4l 


٣,٦  y,=a (tug (b-a J, k=1, 2, 3, .. ., n-I 
n - kK + 1 


حيث n‏ هو العدد الحدد الکلی مسبقاً لعدد الرات لحساب الدالة . 

فترة عدم التأكد اج [x TIMES CU‏ ادا کانت 
f(yi)‏ < (م f(x‏ كما تعطى بالفترة fag ۳٦‏ إذاكانت لو 21 ال ۶ 

فی JLH‏ الاولی وباعتبار المعادلة (۲, ۳) وإستخدام المعادلة )0 , (Y‏ مع 





: فان‎ r= n-k jsi 


P uui 
n-k-1 b. x) 


F‏ اہ یئاہ ے ۵ سے لاخ :تا 
n-k+l‏ 


(Y ,۷( uo E زم ےت وا‎ 


| + ]ا -1] 





, ۳ 
ل 8 < (b,‏ سید سر مس 


۱ ہر ب ۵۱۶ رب 6 (Y , A)‏ 
1 + عا - F n‏ 
Eus cs 8 € 1 "‏ | ۳ 
ومن ذلك نلاحظ أنه في أي من ا حالتین تنقص فثرة الماك بمعامل goa‏ 


اختيار عدد التكرارات 
من المعادلتين )0 , (Y‏ ولا ,۳) نلاحظ اعتماد y‏ لإ ,ع × على Moe‏ 
التکرارات .n‏ ومن المعادلتين (۳,۷) و (۳,۸) نلاحظ أن طول فترة الشك ینقص 
P s‏ یت ہہ" 
عند التکرار k‏ بمعامل ہے 1 وبالتالی فإنه عند نهاية التكرار1 - 7 حيث 11 هو 


n - kK + [ 

عدد الملاحظات التي تم إجراؤها وطول فترة الشك تم إنقاصهامن , ۵-  ,‏ إلى 
a 5» * b :‏ ) ہو (b‏ 
n o P TE mt‏ ورپ ا اتا ا نکی ہج 


۲1 


الدقة الطلوبة . 


در حه 


سوف نناقش هنا ملخصا لطریقة بحث فيبوناتشي لتصغیر دالة أحادية المنوال 
على الفترة | [a , b,‏ 


(t)‏ خطوة الہدء 
نختار الطول المسموح به لفترة عدم التأكد النهائية 0 < ۸ تقع خلالها النقطة 


c Ja‏ وكذلك مقدار صغير 0 < 6 . ونفرض أن || b‏ | 2] في فترة عدم التأكد 


(, 8ء , ا) 
islas VI‏ وباختيار عدد التکرارات n‏ تختار بحیث إن کس .F > nn‏ 


n 





۱ بت 
رر 83-8 5 Ty F‏ 


1 





احسب f(xj)‏ و ffy,)‏ ضع 1 = ) ثم نفذ الخطوة الرئيسية . 


ب) الخطوة الرئيسة 
١-إذاكانت‏ (, f(x D» f(y‏ فانتقل إلى ا خطوۃ ۰۲ واذا كانت (, >( fx‏ 
فانتقل إلى الخطوة Y‏ 

: ۽ 0 = رہم . كذلك ضع‎ 519.314) 7 A e اعتير‎ -١ 

E تع‎ 


(Das "81 X wı 2۷ ۰ 
E ( b ہم‎ kc) 3X pur Ya 


Y ka 7 ۳ 
۳۹ 


ادا كانت 2 - a3 k =n‏ إلى خطوة © وإذا كانت 2 - م > ۴ لحسب )1,1 F(x‏ نم 
إذهب إلى خطوة ٤‏ . 


a‏ نت ضع ۽ 2 > ,بر ۵ و لا > رہم » SS‏ ضع 
۲ 


n-k-2 وام‎ ۱ 5 
F (D-41105 و > روجع‎ 
n-k 


إذاكانت 2 - k = n‏ فانتقل الى الخطوة رقم ۵ آما|ذا کانت k«n-2‏ 
احسب f(x pai)‏ وانتقل إلى خطوة ‏ . 
-٤‏ ضع | + k=k‏ وانتقل الى الخطوة رقم ١‏ . 


f(x (ے‎ < fly كاى 6 + رم عم إذا كانت (ى‎ Xn صح‎ ٩ 


X 1ب‎ 2 a ریغ‎ 


ضع م × عم 8 و ارم ٥‏ عم 6. أماإذا كانت (م 107 > (, f(x‏ 


البر مجة غير الخطية ذات ا متغیر الواحد ۷۱ 


فضع بر8 8 و م ×= مه ثم توقف. عندئذ نجد ا حل الأمثل في الفترة 


۵ 


)۳, ۱ ( مثال‎ 
: او جد آصغر قيمة للدالة‎ 
f(x) 2 x “+ 2 x 
£N فت‎ 
A Ee A 


ا حل 

من الواضح أن الدالة f(x)‏ أحادية المنوال والنقطة المثلى هى 1 - = × سوف 
ننقص فترة البداية الى فترة طولها على الأكثر 0.2 لذلك فإن 0 - حب حم ۶ ومن 
هذه العلاقة a‏ أن 2-9 ونختار 0.01 = ع . 

تقع الملاحظتان الأولتان عند النة 





5 
X 12-34 "p ( 8) = 0.054545 
P 





۱ F g | | 
y, - -3 4 ) 8 = 1.945454 
|. 


نلاحظ آن ت f(x u)&f(x‏ للا op‏ الفترة ا RS‏ تکون 
]1.945454 , 3.0000-] . تكرر هذه العملية عدة مرات والحسابات معطاه بالجدول 
رقم (۳,۱). لاحظ أنه عند 8 = ءا فإن : 
0.963639- س X , 7 y‏ 
X4, = ۵ , + = - 0.953639‏ وحيث إن )4 f(X i) > f(x‏ تكون الفترة 
النهائية | و b‏ , و [a‏ هي [0.953636- , 1.109091-]۰ وطولها 0.155455 = ۾ 


۷۲ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
الجدول رقم (۳,۱). 













سس رس لت 










"| -0.988099 - 













-0. 998677 


-0.998677 [^ 966942 


-0.963636| -0.988099 





-0.818182 





Taa -0.818182 | -0 وج‎ -0.963636|-0.998677 | -0.998677 - 


-0.963636 | -0.963636| -0.953636]-0.998677.— -0.997850 


يشان لقیم الدالة الحسوبة بعلامة * 






مثال (Y, Y)‏ 
اوجد القيمة الکبری للدالة : 
f(x) =e *-2x 2‏ 
في الفترة[1 , 0 ] مع طول فترة نهائية 0.05 € 4 


ال 
الدالة f(x).‏ آحادية النوال في الفترة ]1 ۰ 0 ] ولایجاد عدد التکرارات n‏ 
F a< 905‏ فتكون7 = ١‏ ونفترضص 0.001 = . تقع الملاحظتين 








البرمجة غير الخطية Sie‏ ۷۳ 


E F [ )= 3-0 619048 


نلاحظ آن 9 fy‏ <( ا ة الجديدة تکو ن ]0,0.619048[ 
تکرر هذه العملية عدة مرات والحسابات معطاة با جدول ) Y‏ ,۳ ) وتکون الفترة 
النهائية هی [0.3904763 , 0.361905[ [ وطولها 0.018561 =4 آي أن بآ > £ . 


* 


f(x ( = 1.174099. وأن‎ x "= 0.361905 ola (Y, Y) ومن الجدول رقم‎ 


.)۳ و‎ Y) "Y الجحدول‎ 


| 1.000000 | 0.380952 | 0.619048 1.173428 | 


0.000000 | 0.619048 | 0.238095 | 0.380952 | 1.155451 | 1.173428 






































5 1.173428 | 0.476162 | 0.380952 | 0.619048 | 0.238095 | — 3 .| 
1.173390 | 0.380952 | 0.333333 | 0.476191 سپ 





0.333333 | 0.476191 | 0.380952 | 0.390476 | 1.173428 | 1. 17274] 


—— 0.333333 | 0.390476 | 0.361905 | 0.380952 | 1.174099 
| 7 | 0.361905 | 0.390476 | 0.361905 | 0.381952 | 1.174099 











بحث الفترة الذهبية 





يعتمد بحث الفترة الذهبية على احق 3 
liló ———- ۷5 -1 = 0.618034‏ سم 
F n+ Î 2‏ ين ل [] 


حيث إن بو ,"۴ حدان متتاليان نحصل عليهما من متتابعة فيبونتشي المعطاة 
بالعلاقة (۳,۳). فی هذا البحث تنقص فترة الشك في كل خطوة بمقدار معامل 
Tub‏ 
لاحظ أنه يكن وبصفة عامة» استخدام هذا البحث للدوال ذات المتغيرات 
المتصلة . يمكن إثبات أن ۲ تحقق العلاقة : 
r^-r-[ =0‏ 


ví‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
نفترض أن الدالة f(x)‏ أحادية ا منوال للمتغير المستمر × ومعرفة على الفترة 
المغلقة [ى L‏ , 0 ]. 
تكون hä‏ ا حساب لہ لبحث الفترة الذهبية و × , , × كما يلى: 
à‏ سی 


لإيجاد المنوال على الفترة ننفذ الخطوات التالية 


١-احسب‏ (ر f(x‏ , (2 ×) 1 حيث ر X‏ ,و , X‏ معطاة بالمعادلة (9 , .)٣‏ 
۲- إدا كانت (و f(x ,(< f(x‏ احذف الفترة [ى 5,L‏ ] والفترة ا تبقیة طولها 
٢ L,‏ وتکون إحدى نقط الحساب ۾ 1 ۶ ۲= (م (rL‏ د x‏ والنقطة الأخری 
Xt L Jer L,‏ 
A f(x casn‏ : احذف الفترة [ و بآ , [x‏ ویکون طول 
الفترة الباقية هو . c rL‏ وتکون هی إحدی نقط الحساب وذلك لان : 
و لاک یا و“ ۔ نس غود بر 
CL‏ خی مار K4-X.9(r-r^)L‏ 
ونقطة ا حساب الأخرى هی : 
x-x,*r(rL,)-2r/L,‏ 
-Y‏ كررالخطوتين ١و Y‏ للفترات ال ع ابع ةالباقيةذات الأطوال 
عد leg‏ اي لاگ NM‏ تحص[ علی الا الطلر بة اتیہاز * ۶. 


مثال (۳, ۳) 
آو جد القيمة الصغر ی للدالة : 


البرمجة غير الخطية ذات المتغير الواحد vo‏ 
" ع 2+2 =x‏ () ۶ 


بحیث لا يزيد الخطأ فی ٭ x‏ عن 0.02 . 


الحل 
حساب قيمة الدالة عند 2 ,0,1 - X‏ هو. 
f(0)=2 , 801(<۶1 +26۲ ,f(2)=4+2e?‏ 
لذلك تأخذ [2 ,0 ] فترة بحث مبدئية » وسوف یتناقص هذا في النهاية إلى فترة 
طولها 0.02 والذى يتطلب عدد N‏ خطوة . 


g =‏ م Y)‏ می 
CDTEDELe[Ie‏ 


[0.763932]|1.236068 



















1.236068 |0.472136]0.763932 











0.763932 |0-291796|0.472136 | 1.578987] 1.470250 


1.457011 
adis 


1.455938] 1.456002 





0.763932 











0.472136 | 6 








0.291796 | 0.472136] 0.763932 |0.583592|0.652476 | 


0.180340 | 0.472136] 0.652476 0 541020 0.583592 
0.111456 | 0. 541020 0.652476 3 


0| 0.609903 |0.567331|0.583592 |1.455938| 


0.541020] 0.583592 0557281|0.567331. 


0.557281 | 0.583592. 0.5673310.573542 















| 0.068884 | 


0.042572 | 1.45609] 





=| چا je‏ » صا وا سا جا صا مات 
c‏ | | 





0.026311 


حيث 1 هی أصغر عدد صحیح يحقق 0.02 > " )2(0.618034( وقيمة 1 في هذه 
اخاله هی 1210 . یحتوی الجدول رقم (۳,۳) علی , L‏ طول فترة الشك 


۷٦‏ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 
(uncertainty)‏ في البداية ونهايتيها a,b‏ حیث (32 - 9 = (L,‏ ونقطتی الحساب عند 
كل فترة ونلاحظ كذلك أن : 
+۶2 ۲ +۱ ۲ 

یوضح الجدول (۳,۳) آن ‏ × تقع في الفترة ]0.573542 , 0.557281[ 
بعد ا خطوۃ -n=l‏ ومن ام دول رقم (۳,۳) a£.‏ أن أفضل قيمة للدالة f(x)‏ عند 
النقطة — X‏ > «بمراعاة الدقة الطلوبة هی 1.455938 = )0.567371( = (: f(x‏ 
والقيمة المثلى الصحيحة إلى ست خانات FIT‏ 

x * = 0.567143 , f(x *) = 1.455938 


أوجد القيمة الكبرى للدالة f(x) = x )57 - x)‏ الفترة ]0,20[ داخل 


JR [ 


JA! 

حيث إن [ 20 , 0 ] فترة بحث مبدئية » وهذا ينقص فى النهاية إلى فترة طولها 
يساوي واحداء فان هذا يتطلب n‏ خطوة حيث D‏ کو أصغر عند خیم پحقق 
I‏ > "(0.618034) 20 وقيمة N‏ في هذه ULH‏ هی 6 = n‏ فى البداية وتكون نهايتا 
المترة 8,6 ( 8 - 0 > (L,‏ ونقطتی الحساب عند كل فترة هما و5 , ,* ونلاحظ 
کذلك آن Xa X4 < 2 + b‏ 

یتضح من الجدول رقم )£ ,5( أن x^‏ تقع في الفترة [8.327 ,7.213] 
والنقطة الداخلية 7.639 = x‏ تکون داخل 1 = ع لكل النقط الا خری فی الفترة 
لذلك نأخذها كموقع للحد الأقصى بمعنى أن 7.639 = »× = »ر. 


البرمجة غير ا خطیة ذات ا متغیر الواحد ۷۷ 


ERE NM 12360 | 4721 
pee سا‎ oe 7.639 | 2 کال‎ pes 


























وتكون قيمة الدالة عند هذه النقطة هي 61.687 = Z -Í(x)‏ 
(۳,۳) البحث الخطي باستخدام المشتقات 

ناقشنا في البند Y)‏ , ۳) السابق طریقتین من طرق البحث الخطي التي تعتمد 
على حساب الدوال ونناقش في هذا البند طریقتین من الطرق التي تعتمد على حساب 
الشتقات وبفرض أن تکون الدوال تفاضلية 


طريقة تنصیف الفترة 
نغرض عار فب فی تصغیر din disc Aud d Jo Fd AR‏ 

التكرار»! تکون فترة عدم التأكد [ag , b,]‏ وبفرض أن المشتقة (Xp)‏ 4 معروفة. 

فسیکون لدینا الخالات الثلاث الممكنة الآتية 

. فهذا يعنى أن »× هي نقطة التصغير‎ f إذاكانت 0-(م×)‎ -١ 

-Y‏ إذاكانت 0<(,*) f‏ فإنهلقهيم م×<٭× نحصل على 
f(x) ) *- (<0‏ وهذا يژدي إلى أن (») ۴ < (×) ۴. ء أي أن نقطة 
التصغیر تقع على شمال × وبالتالي فتكون فترة عدم التأكد الجديدة 
ak baa |‏ | هي | ×+ a‏ ]. 

f (x. X(x-x, )»0u £x «x, إذاكانت 0>0م×) ۲ فإن٭لقیم‎ -Y 


۷۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


وبالتالي فإن f) < f(x,)‏ . أي أن نقطة التتصغير تقع على بین CX‏ 

وعلی ذلك تکون فترة عدم التأکد الجديدة [ [akri Brar‏ هي [ يط , [A,‏ 

يجب أن تختار النقطة × في الفترة [ »0 , 4 ] بحیث یصغر أكبر طول لفترة 
عدم التأكد احديدة أي أن ol x,‏ تصغر أقبراقيمة لکل من ak‏ ۔م× و 
b,- x,‏ . لاحظ أن أفضل موضع للنقطة »× هو za‏ صف الفترة أي أن 
2 خية) > OX‏ 


نلخص ما سبق فى أنه عند أي تکرار ء : ۱ نحسب آعند نقطة > منتصف فترة عدم 
التأکد» وعلی آساس قيمة + يكن معرفة ما إذا كنا نتوقف عندها أو نعين فترة جديدة 
لبحث طولها يساوي نصف طول الفترة السابقة . 


اختیار sae‏ التکر ارات n‏ 
یلاحظ أن طول فترة عمم nawa SL I‏ من التکرارات تساوی 
x] (b, -ài)‏ ولذلك فإن التکرار يؤدي إلى تقارب النقطة الختارة من النقطة 


الصغرى. وبالتالی يتوقف اختبار قيمه على درجة الدقة المرغوس فيها. وبصفة خاصة 
إذا كان طول فترة التأكد النهائية محدده بالقيمة #. فان n‏ يجب أن تختار كأصغر عدد 





B] re te 


ملخص طريقة تنصيف الفترة 
فيما يلي نقدم ملخصاً لطريقة تنصيف الفترة لتصغير دالة تفاضلية ] على فترة 
محددة ومغلقة . 


البرمجة غير الخطية ذات المتغير الواحد v4‏ 


(T)‏ خطوة البدء 

شترض a; , b, | ol‏ ] هى فترة عدم التأكد المبدئية وأن 4 هو طول الفترة 
النهائية السموح بها. نفترض كذلك أن n‏ أصغر عدد صحيح موجب بحيث أن 
ےپ "| انضع 1-» ثم ننتقل إلى الخطوة الرئيسة . 


(b; - à; ) 


)2( الخطوة الرئيسة 


f(x») =0 ثم إحسب (,×) #فإذاكانت‎ X= رم الس‎ — Y 


عندلذ تر قف وتكون × هي الحل الأمثل آما لذا كانت 0 < f(x.)‏ فانتقل إلى 
الخطوة ٢ء‏ وإذا كانت 0 > ) f (x,‏ فانتقل إلى الخطوة ۳. 

۲- ضع برة = ر4 و << ربيرط ثم انتقل إلى الخطوة ٤‏ . 

۳- ضع × = Dk sag‏ = رپ تا ثم انتقل إلى اخطوة ٤‏ . 

5 - إذا كانت k= n‏ توقف والنقطة المثلى تقع في الفترة | بو « ansi‏ ] أماإذا 
كانت ken‏ عندئذ ضع 1 k‏ ے ا وكرر الخطوة (۱). 


مثال ) (Y,0o‏ 
اہ Jo‏ قبمة للمتغیر X‏ تأخذ عندها الدالة f(x)‏ قيمتها الصغری حيث ان : 
f (x) = x^ + 2x‏ 
غیت القد : 


-3 > × > 6 


۸۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


الحل 
نشترض آننا نرغب فی ؟ دصعير المترة المبدئية إلى فترة طولها 4 بحيث أن 
0.0222 - 2ه ۔ كب s‏ فر و عون 
9 4 


b, - a, 





يلخص الجدول رقم ( ۵ ,۳) الحسابات باستخدام طريقة تنصيف الفترة. 
يلاحظ أن فترة عدم التأكد النهائية هي [0.8907- . 1.0313-] « وتكون النقطة المثلى 
فى منتصف الفتری أي 0961 - = .x*‏ 
احدول [(۳,۵), 





00 ۱ | 2 0000 .6 3.0000 - عد حت 
5000 0 .0.7500 - | 1500 | 0000 


- 1.0313 | - 0.7500 
71 | 1033 [| -0.8907 


مثال (f,1)‏ 
j|‏ جد القيمة X‏ التی تكون عندها الدالة f(x)‏ أصغر ما يمكن بحيث إن 
f (x) = x^ - 4x +2‏ 
تحت الشرط : 
10 >« > 0 

ال 

نفترض أننا نرغب في تصغير الفترة البدئية إلى فترة طولها #ه بحيث إن 
1 > . وبالتالی فان : 


الہ مجة غير ا خطیة ذات المتغير الواحد ۸۱ 


5 
—L me 
وس کک‎ 2 


EE ۴ 
199215 
99215 | 





عدد التكرارات n‏ الذى یحقق 0.001 > " -| هو 10 = «n‏ ویلخص الحدول رفم 
(,۳) حسابات هذا LOL SIE‏ ويلاحظ أن فترة عدم التأكدالنهائيةهي 
]1.99215,2.00191[ وتأخذ النقطة المثلى على آنهامت صف الفترة. أي أن 
x - 1.99703‏ 





طريقة نيوتن 
تستخدم طريقة نيوتن لتصغير دالة مستمرة وتفاضلية من الرتبة الثانية وتعتمد 
هذه الطريقة على فك الدالة عند ×. 
لاحظ أن التقريب التربيعي ۹ حول النقطة »× هو: 
q6) - f(x) + f (xx) £ (s) (xx, ?‏ 
فإذا ibaj bisd‏ )× هي النقطة التی تكون عندها مشتقة q(X)‏ تساوی 
الصفر ۔ وهذا يؤدى إلى أن : 


۸۲ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


Fx) £e) x) =‏ 
ومنها نحصل على المعادلة التكرارية التالية : 
f )×(‏ 


(۳,۱1۰) ۳ TE f | 
t (Xk 


sel (x)‏ 0 < ع عدد صغیر محدد مسبقا. 








مثال (۳,۷) 
لتكن الدالة f‏ معر فة بالصيغة t‏ 
4x? - 3x* ifx 20‏ | 
f(x) =‏ 
Ax^ + 3x" ifx > 0‏ 
نلاحظ أن T‏ تفاضلية من الرتبة الثانية لكل قيم ×. سوف نطبق طريقة نيوتن 
مبتدئین من نقطتين مختلفتین لایضاح أن تقارب ا حل يعتمد إلى حد كبير على مدى 
نجاحنا في اختبار نقطة بداية قريبة من الحل الأمثل . 
في الحالة الاولی 0.40 = ؛×ء وكما هو موضح با دول رقم (۳,۷) 
فان الطريقة تعطی الحل 0.002807 = *. ويمكن للطالب إثبات أن الطريقة سوف 
تتقارب إلى النهاية الصغرى 0.0 = '×بعد ستة تکرارات . فى اخالة الثانية 0.6 = x,‏ 
نلاحظ أن الطريقة تعطی حلاً يتذبذب بين النقطتین 0.60 و 0.60 -كماهو موضح 
باخدول رقم QA)‏ 
لتخطي هذه المشكلة نحسب معامل .© . وهذا المعامل یختار بحيث یصغر 


الدالة f‏ وتأخذ المعادلة (۳,۱۰) الشكل التالى : 





البرمجة غير الخطية ذات ا متغیر الواحد ۸۳ 
f (x)‏ 

f^ (x) 

وبالقرب من الحل الامٹل يتضح سبب حساب م8٥‏ بحيث إن 

21 ,» ( ,» تقترب من واحد ) وذلك ey‏ عند 0 هناك احتمال أن تتزايد 





الدالة Laii‏ عند 0 ج 0. يوجد احتمال بأن الدالة الموضوعية تتناقص c,‏ وللتغلب 
على هذه المشكلة نحسب C‏ بحيث لا نقترب من الواحد أو الصفر . 
و لن نتطرق هنا لطريقة حساب .© لأنها تعتمد على أساس نظري لا يتناسب 


Loosen.‏ سس 





^f‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
-١‏ أوج دياستخدم طریقء فیبوناتشی القيم ةالكبرى 
f (X) = X cos (x) 4L JIAU‏ وفي الفترة = ,0 | بدرجة دقة لا تزيد على 


. € = 0.0001 

۲- أوجد حل المسألة المعطاة فی تمرين ۱ باستخدام طریقة الفترة الذهبية . 

-٣‏ أوج ده باستخ دام طريقةفيبوناتشي» القيمةالصغرى للدالة 
f(x) = × Qr - x)‏ في الفترة [ 20 , 0 ]» بحيث لا يزيد طول الفترة النهائية 
فل ااے کاب 

- حدد. باستخدام طريقة الفترة الذهبية الفترة التي تكون فيهاالدالة 
۲ + ير ع f (xX)‏ محدبة أو مقعرة . 

-٥‏ آوجد باستخدام طريقة الفترة الذهبية القيمةالكبرى للدالة 
f(x) > x^ sin (x)‏ فى الفترة [ x‏ , 0 ] بحيث لا يزيد طول الفترة النهائية 
على 0.2 La~‏ 

1- أوجد باستخدام طريقة نيوتن القيمة الصغرى للدالة f(x) = x sin (x)‏ 
فی الفترة [ 3 , 0 ] مسجلا ملاحظاتك على التقارب . 

۷- آوجد. باستخدام طريقة تنصيف الفترة» القيمة الصغری؛ وأعد حل المسألة 
)٦(‏ متخلا فترة نهائية 0.1 <ب[. 

( 4x - 7 ( 

(x^*x-2) 
. ] -1.9 , 0.9 ] عشر مرات فقط متخذاً الفترة المبدثية‎ 

9 - آوجد النهاية الصغرى للدالة ^)1 - f(x) = (x‏ فی الفترة 3 ك > 0 . 

١‏ - أو جد النهاية الصغرى للدالة cos (0.5x)‏ “0.01 ع = (×) 1فى المترة 
0 > 7 > 0. 


۸- أوجد القيمة الصغرى للدالة = (×) ٤‏ بتکرار حساب الدالة 





البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 


e‏ مقدمة e‏ الطريقة التقليدية © الطريقة 


(£,Y)‏ مقدمة 


یتعرض هذا الفصل لطرق مختلفة لحل مشكلات التصغير غير الخطية وغير 
المقيدة (unconstrained methods)‏ متعددة المتغيرات» نورد منها الطريقة التقليدية 
وبعض الطرق التكرارية مثل : طرق الاتجاه المباشر وطرق الاتجاہ المتدرج . 
يلاحظ إن حل أي مسألة تصغير غير مقيدة» يتعين علينا إيجاد قيم مناسبة 
متغيرات متجه القرار : 
X = x, ê Kal‏ 


وذلك من أجل تصغير دالة الهدف (×)؟ . 


يمكن النظر إلى هذه المسألة على أنها حالة خاصة من الحالة العامة غير الخطية 


المقيدة التی تكون فیها مجموعة القيود مجموعة خالية » وأن الخاضية الأساسية 
۸۵ 


۸٦‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


المميزة لهذه المسألة عن غيرها من المسائل المقيدة» إن متجه ا حل X‏ ليس فی حاجة إلى 
تحقيق أي قيد . 

یندر في الواقع العملي أن نجد مسألة برمجة مصوغة فی صورة غير 
مقمدة ومع ذلك فإنه لدراسة هذا النوع من المسائل أهمية كبيرة لعدة أسباب 
ندکر منها : 


-١‏ وجود طرق قوية وملائمة لتحویل السائل القيدة إلى مسائل غير مقيدة» ومن 
ثم يكن حل السائل المقيدة بأسلوب أسهل وأكثر مباشرة . 

= دراسه مسائل التصغير غير المقيدة توضح المماهيم الضرورية اللازمة لدراسة 
الأمثلية المقيدة . 


۳- يتطلب تصميم بعض المسائل المقيدة وصياغتها معالجة مماثلة لا هو موجود فى 
المسائل غير المقيدة ماعدا عند نقطة التصغير . 


وسوف ندرس في البنود القادمة بعض طرق ا حل الناسبة التي أشرنا إليها فی 
بداية هذا A JE‏ . 


C£ , Y)‏ الطريقة التقليدية 
تعتمد الطريقة التقليدية (classical method)‏ على نظريتين مهمتين لتحديد 
الشروط الضرورية الكافية لإيجاد القيمة المثلى (الصغرى أو العظمى) لدالة متعددة 

امتغیر TU‏ سنوردھما فیما يلي مع برهانيهما . 


نظرية (4,۱) 
إذا كانت جمیع الشتقات الجزئية من الرتبة الثانية معرفة للدالة F(x)‏ ولیکن 
الشرط الضروری لكى تكون النقطة X‏ × نقطة طرفية (حدیة) هو : 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة ۸۷ 


TES 81م أب‎ A وت ے‎ 
Ox, X Ux, ^^ or ^^ 


البرهان 
لنفرض أن إحدى المشتقات الجزئية الأولى ولتكن المشتقة بالنسبة للمتغير رقم 
Jk‏ بيكش دق عق فباست‌خدام نظر یه تایلو ر (Taylor)‏ ر آن ۰ 


TEDE GID AL | + ل‎ ete on) 


hy , 1‏ سے , h -(h, , h,‏ 
و 0 < .1 مقدار صغیر( غير سالب ) لكل ,...,1,2 = i‏ 
یلاحظ أن d^t[x " + 0h)‏ من رتبة h?‏ وبالتالي فانه یک 
تکون إشارة القدار (" )1 - f(x" +h)‏ فی الطرف الأيسر تتحدد باشارة المقدار 


OX, 








لنفرض آولا atis Lad‏ فى عسلاضالڈقگکوڈ اھ ان 
OX ,‏ 5 ۱ 


fx" + n)- dx*)‏ هی نفس إشارة T‏ تا ۔ وهذا يعني x*ol‏ لایکن أن 


X, 


ax ax) «tu إذا افترضنا أن‎ 
OX, 





تكو ن نقطة طرفية . يكن الحصول على النتيجة S‏ 


وتتعارض هذه والنتيجة مع کون * × iki;‏ حدية (iò b)‏ ولذا فلاہد أن تکون 


| ۱ df 
بك اح ريا عيونت كاي‎ = () 
X k 





۸۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


(£,Y) نظریة‎ 

الشرط الكافي لنقطة الاستقرار ** لكي تكون نقطة حدية أو طرفية هو أن 
تكون لصف i‏ المشتقات الجزئية الثانية» أي لمصفوفة هس ( (Hessian matrix‏ « 
محسوبه عند * X‏ إحدى الخاصيتين التالیتن : 

(D‏ مؤكدة الإيجاب عندما تكون *× نقطة تصغير مو ضعية» أو 

(ب) مؤكدة السلبية عندما تكون * X‏ نقطة تكبير مو ضعية . 


البرهان 
من نظرية تایلور يمكننا كتابة : 


(6, Y) 


لقيم 1 > 6 > 0. 
حیث إن * ۷ نقطة استقرار . طبقا لنظرية (۱ AEEA C‏ 

ax ) م‎ | E121. 3 
pe f(x" + êh) 
HIE ا‎ OX; OX, 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة ۸۹ 


من ذلك نلاحظ أن إشارة f(x" +h) - (x^)‏ هي نفس إشارة المقدار 


^ اھ پا‎ + 0h) 
2 2, hih; Ox; ox. 


mE 9? fix 
cda وحيث إن المشتقات الحزئية الثانية اك مستمرة فى جوار‎ 


Ox. OX. 


j 7^1 
d fix". Qo^fix' + oh] . . 
مستمرة فانه سیکون لها نفس إشازة القدار اعت‎ asx" + on) أي أن‎ 
OX, Ox; nix. 


: تكون موجبة ادا كانت‎ ۳۹ ۳ ys tid, 


n n CTC 
(£,Y) Q= 2, اقا طط(‎ 
i=] j=l x; Ox; 
صيغة تربيعية ويمكن كتابتها في صيغة مصفوفية كما يلي‎ QiASJI موجبة . لکن‎ 
($, E) Q-h'Hh| _ 
H | & = اس‎ DL 
ات‎ OX; OX, 





هي مصفوفة المشتقات الجزئية الثانية التي تسمی مصفوفة هس للدالة (×)؟. 

من المعروف من جبر المصفوفات أن الصيغة التربيعية (۳,٤)و(٤ (E,‏ 
تكون موجبة لجميع قيم h‏ إذا كانت - وكانت فقط - المصفوفة H‏ مؤكدة الإيجاب 
(positive definite)‏ عند * × = x‏ . "انظر الملاحق بند "A, E)‏ 

وهذا يعني أن الشرط الكافي لنقطة الاستقرار * ۶ لكي تكون نهاية صغرى 
نسبية أو موضعية أن تكون مصفوفة هس المحسوبة عند نفس النقطة مؤكدة 
الایجاب . وهذا يكمل البرهان فی حالة التصغير . 


4 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
باستخدام أسلوب مماثل يمكن إثبات أن مصفوفة هس تكون مؤكدة السلبية في 


حالة التکبیر . mE‏ 
ولتوضيح كيفية استخدام النظریتین السابقتين نورد الأمثلة التالية . 


مثال )*,£( 


أوجد النهاية الكبرى لدالة الهدف f‏ إذا كانت : 


(x, وا‎ xs): 
11 ^ 1 , ۲2 , X3) = X | - 20x, -20X 4- X4X5 T XX 
۱ + ورس‎ E 1 


5 


(£,0) 


ال 
من الشرط الضروري نحصل علی 
01 
+X, - 2X, 2-0‏ و - 1 "TN‏ 


^ of 
bo. ۱ 


ی 3۴ (EA)‏ 
X. = -26 + X; -X -2X4 =Ü‏ 
8 4-.6)- کی جس اد 
o d ۱ 1‏ ل 3 Hj‏ المر تبطة بالدالة f‏ ھے : 
وللتاکد من الشرط الکافی نوجد مصفوفة هس ,1 المرتبطة , هي 


)٤,٤( 











البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 1١‏ 


32 2۴ af 
OX; OX, 0 OX , OX 4 








af 0۴۶ af 
OX. Ox, ox; OX OX 


| of af 3f 
dX OX, OX4 OX» dx; 








بالتعویض عن قیم الشتقات a‏ آن : 


-2 ~] 1 
| a dA 1 -6 -] 
f(x ) 

1 -] -2 


1 1۔ 2- ' 
DEAL‏ ہے 
.= ا 21-2ا 








أي أن إشارة | لحددات اخزئیه هي - +« - وبالتالي فان من سالبة مؤكدة. 


وهذا يعنى أن للدالة نهاية عظمى عند x*‏ وقيمتها 219 -(*1)5. 


مثال (£,Y)‏ 
وجد أن إنتاج مصنع عبارة عن دالة في متغيرين < z A‏ ١ء‏ والمطلوب إيجاد 
قيمة المتغيرين التي يكون عندھما الإنتاج أكبر ما يكن علماً بأن دالة الإنتاج هي : 
۳ 


UE, A P(x, 3) > 8x, + 2 - x1 کے‎ 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة w‏ 
اخالة شبه المحددة 
نصادف بعض الحالات التى تكون فيها مصفوفة هس غير محددة وهي ما 
تشیر إليها بالحالاات شبه المحددة (semi-definite)‏ » کما نصادف حالات آخری تكو O‏ 
فيها مصفوفة هس غیر محددة» "ولهنه ا حالة الأخيرة علاقة با یسمی نقطة السرج 
(saddle point)‏ » انظر الملاحق» والتى نعرضها فيما يلي : 


نقطة السرج 

قد تكو ن مصفوفة هس لبعض الدوال ذات المتغيرين X5)‏ 10,۰ غير مؤكدة 
الایجاب و غير مؤكدة السلبية عند النقطة [x1 x2)‏ والتي يكون عندها: 
of əf‏ 


OX, Ox, 

فی مثل هذه ا حالة تسمى النقطة (x1 , x5)‏ نقطة السرج (saddle point)‏ 
میزات نقطة السرج أنها تناظر نهاية صغرى موضعية نسبية أو نهاية عظمى موضعية 
نسبية للدالة (و ×, , f(x‏ بالنسبة لتغیر واحد وليكن X,‏ عندمایکون ا متغیر X?‏ 
ثابتاً عند × رد ويكون للدالة (و ×, , f(x‏ نهاية كبرى أو صغرى نسبية بالنسبة 
لاخ الگائیٰی x;‏ عندما يكوق التغیر الآخر GU‏ عند x;‏ =× لهذه الدالة . 

فعلى سبي المثالء نلاحظ أن للدالة fx, X5) =x} -X2‏ اك c MICE‏ 

01 01 


= 2۱ و‎ 
OX 0 








0 


-2x,‏ = , ونلاحظ أن المتقات الأول تکون صفرا عند 








X; =0 قو‎ x, =0 


مصفوقتةهس li g‏ عند النقطة (0 , 0) = xi]‏ 1×) هي 


E 2 0‏ و فد aA‏ ۱ 
A‏ م | - Hoo‏ وحیث إن المصغوفة ل ليست مؤكلة الایجاب. ولیست 


q$‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
ومميزات هذه النقطة أنها تظل مناسبة إذا استبدلنا النقطة X5)‏ :۰,×) بمتجه فى 
الحالات المتعددة المتغيرات . 


مثال (£,Y)‏ 
أوجد النقط الطرفية للدالة : 


CE ¥07 f(x .x5.x4) = X?-X2--X5-2X ,X4-X5X ,HÁx, +12 


الحل 
بإيجاد المشتقات الأولى للدالة أ ومساواتها بالصفر نحصل على : 











E: M12 et سے‎ 2x, - 2X4 د‎ 4= 0 
0. 
of 
(E. YE) = -2X, -X4 =0 
OX 
(£, ۱۵( Wood, dis di Ü 
04 
آنیا نحصل على‎ )4,۱۵( a CE, V8) «C£, Y) وبحل مجموعة العادلات‎ 


نقطة الااستقر ار : 
xi) = (-10 , 4 , 8)‏ دو (xi‏ 
ا۶۱ قات ا حزئیة الثانبة لهذه الدالة هي . 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 510 


df ۲ 04 oT 
ےج کس 1شت‎ MEE کے‎ 
Ox; Ox, Ox; OX, 9×۰ 





2e 2 2 
E ud. گے وس گے‎ 
dx OX» Ox, OX OX4 

2 2 2 
Seo, t a, PE, 

K^ OX, Ox, 0×. Ox, 


وتكون مصفوفة هس عند النقطة )8 , 4 , 10-): 


X‏ 0 ے۲ 
H =| 0 -2 -]‏ 
J 1 2‏ 





ومن ذلك نجد أن قيم المحددات الجزئية الرئيسة هي : 


2-4 و - أده . 21-2 رصا 


202 
D 2 bed 
ےہ و‎ 3 








| 


أى أن مصفوفة هس غير مؤكدة الایجاب وغیر مؤكدة السالبية وبالتالي تکون نقطة 
الاستقرار (8- , 4 , 10-) نقطة سرج . 


(£,t) Ju 
: أوجد النقاط الحدية (الطرفية) للدالة‎ 
(t, VU f(x, x3] 2x1 + 2x5 + 8x? + 16x2 + 12 


ایل 


الشروط الضروریة لوجود نقطة حدیة ھی أن یکون : 


domi ۹٦‏ ر 





x, 
(é, A) ar = 6x5 + 32x, = 0 


i 
تتحققان عند الأربع نقط‎ (£,YA) و‎ )٤,۱۷( المعادلتان‎ 


T 36] o S] 


لإيجاد طبيعة النقط الحدية نستخدم الشرط الکافی فنلاحظ أن مصفوفة 


هس H‏ المناظرة للدالة ھی : 
12x, + 16 0‏ | 
H -‏ 

0 12x, 4-32 





و عند النقطة )0 , 0) تكون المصفوفة هي : 


16 0 
H = 
0. 32 


وقيم المحددات ال جزئیة الرئيسة هى: 2+16 H, - +512 , H;‏ 
أي أن مصفوفة هس مؤكدة الایجاب. وهذا يعني أن النقطة (0 ,0) نهاية صغرى 


نسبية » وعندها تکون قيمة الدالة 12 = f(x,, X5)‏ اعد ان )36 0 فتكون 
الصفو فة هی : 
0 16 
H -‏ 
٩ 3‏ ۱ 


وقیم الحددات ا جزئیة اسح وان ریس H,‏ , 512- = ]۲ وبالتالی 





البرمجة غير الخطية وغیر القيدة ۷ 


0 16- 
ےا 
32- 0 


وقيم المحددات ا جزئیة الرئيسة هي 16-- H, = +512 , H,‏ ء وبالتالی تكون 
ua‏ فوفة قس فوك ية LLL Jl‏ وعندها ذكرن قبيوهةةالذالةهى 
f(x] x2) = 182.7‏ 


Y)‏ ,£( الطريقة التكرارية 

لقد عرضنا فى البند السابق الطريقة التقليدية ا لخاصة بحل مسألة الأمثلية غير 
الغ وغیر القیدة . ولکن لهذه الطريقة بعض العيرب آهمها: 

(1) عدم إمكانية تطبیقها لتحدید النقطة الثلی لبعض الدوال . 

(L2)‏ صعوبة تطبیقها |ذا كان عدد التغیرات کبیرا سا 

لجاوز مثل هذه العیوب. استحدث بعض الدارسین العدید من 
الطرق التكرارية e à LA Ul (iterative methods)‏ وقد ساعد التقدم الكبير في 
تقنية احاسبات الآلية» وکبر سعتها التخزينية» وسرعتها على سهولة استخدام 
الطرق التكرارية وتطورها. تتفق الطرق التكرارية المتعددة في خطوات عامة 
للوصول إلى ا حل الأمثل؛ وذلك بالبدء بنقطة حل تجريبية ومنها نتقدم فی اتجاہ 
نقطة التصغير أو التكبير بأسلوب تتابعي على النمط نفسه. توضح خريطة سير 
العمليات فی الشكل V)‏ ,4 ) طريقة حساب النقطة المثلى في الطرق التكرارية بصفة 
عامة. نلاحظ أن الطرق التكرارية تنقسم إلى نوعين رئيسين» يسمى الأول بطرق 
الب حث الباشر (direct search)‏ ویسمی النوع الشاني بالطرق الانحدارية 
(descent methods)‏ . 

تتطلب طرق البحث المباشر قيم دالة الهدف فقط ولا تستخدم المشتقات 
الجزئية للدالة» وتعتبر هذه الطرق مناسبة لحل المسائل البسيطة التي تحتوي على عدد 





۹۸ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 
صغیر من المتغيرات . ويلاحظ أن طرق البحث الباشر أقل كفاءة عموماً من الطرق 
الانحدارية. 

تتطلب الطرق الانحدارية حساب دالة الهدف وحساب المشتقة الأولى أو ریا 
مشتقات من رتب أعلى وتسمی أععيانا بطرق التجه المتدرج (gradient methods)‏ . 
وسوف نشرح فيما يلي كيفية استخدام الطرق من النوعین : 


)٤٤۱(‏ طرق الیحث الباشر 

يوجد العدید من طرق البحث الباشر المستخدمة فی الا مثلية والبرم جة 
الرياضية نذکر من همها ما يلي : 

."random search methods" طرق البحث العشوائي‎ (1) 

."the rotating directions method" (ب) طريقة تدوير الاجاهات‎ 

. "simplex method" طریقة السمبلکس‎ (>) 

. " pattern search method" طرق بح النمط‎ — (3) 

ويمكن القول أن أبسط الدوارزميات المعروفة للطرق الأربعة السابقة هي 

الخوارزمية التالية التي تسمى بخوارزمية هوك - جیفز (Hook - Jeeves)‏ 


)٤١٤,۱,۱(‏ خوارزمية بحث ht‏ هوك - جيفز 

تعتبر خوارزمية هوك - جيفز من طرق البحث التي تستخدم التحرکات 
الاستكشافية» وتحدد اتجاهاً قياسياً وتحركات نط معينة . لتحركات النمط دور أساسي 
فى سرعة عملية البحث وتعجيلها. 
l‏ يكن تلخيص الوصف العام للخوارزمية في الخطوات التالية: 


۹۹ n 
"wi 





بح 









لشکا لنقطة الشلی . 
شک ره ۱ 


pu‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 

١ الخطوة‎ 

نختاررقما صغيرا 0 E>‏ يستخدم لإيقاف التكرارات» ونحدد أطوال 
خطوات مبدئية ع < AX‏ ومحاور الإحداثيات 2 ,... ,2 ,1 = 1 , لا 
نبدأً بنقطة أساس اختيارية ولتكن × (starting base)‏ ثم نضع kel‏ 

الخطوة ۲ 

نحسب f= f(x.)‏ ثم نضع tko m Xi‏ ثم نبدأ حركة بحث استکشافیة كما 
هو وارد فى الخطوة ۳. 

الخطوة ۳ 

بحري تشويشالمركبات التغیر » × (الذي يشل نقطة الأساس المؤقتة الجارية) 
للح سول على نقطة اشاس موق ة أصرئ» وذلك جح لید النقاط 
f,‏ وپ , ر t.‏ على التتابع باستخدام مجموعة المعادلات التالية : 


t; + AX, U; if f = (ki: ۵ 

اروگ ]ا سے ۸ سد 

-Axu if f = f(t 2 Ax; u) 
«f fi sal 
<f = fit, ; ; T Ax;u;] 


3d 





if f= f(t) > minlf* (۴۱ 


| t, i 


* à 


ہا . 


t ka-1] + AX,U; = (tpp ں]‎ ٠ 1 تآ‎ iz (0 ۰۰۰ و‎ Axu; و‎ re. و‎ 0) 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 1*1 


الخطوة ٤‏ 
إذا كانت النقطة ا مختلفة عن ۽ كد نخرج بنقطة أساس جديدة ہما = رب 
وننتقل لتنفيذ الخطوة ۵ أما فى حالة تساوي ہم مع ۽ × فإننا نعدل الخطوة إلى نصف 

الخطوة السابقة ن ونكرر عملية التشويش الواردة في الخطوة Y‏ 
الخطوة ه 


(pattern direction) النمط‎ all لتحصل على‎ x,,, و‎ x, نستخدم‎ 





ثم تجد نقطة م رمعا من المعادلة التالية : 
(,Y*) o > Xi + ۸, 8‏ 


حیث 2 هو طول الخطوة فی اتجاه النمط 5. إذا آردنا التتبسيط يكن أخذ 1 = ۸ 
والبديل هو حل مشكلة تصغير ذات متغير واحد واستخدام طول الخطوة الأمثل A*‏ 
فى المعادلة (۲۰ CE,‏ بدلاً من 2 (كما سنشاهد في الأمثلة الرقمية التالية) . 

٦ الخطوة‎ 

نضع f(tko) , k=k+1‏ = ۴ , 1= ثم نکرر الخطوة 7. في نهاية الخطوة ۳ 
إذا كانت (t...) > f(x.)‏ نأخذ نقطة أساس جديدة ونعود إلى تنفيذ الخطوة ٥ء‏ آما 
(ذا کانت ta) 2 f(x.)‏ تضم 7X,‏ رب × ثم ننقص طول ا خطوۃ ز ×4 إلى 
نصف قيمتها السابقة ثم نضع 1+!-! ثم ننتقل إلى الخطوة ۲ . 

فی كافة الخطوات التکر ارية السابقة نتوقف عن الاستمرار إذا أصبحت أكبر 
الخطوات فی أي مرحلة أصغر من ع » أي أن : 

۱ max(Ax )< ع‎ 

مثال )0,£( 
أوجد القيمة الضغرى للدالة : 


۹۴ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


(£,YV) f(x, , x;) exi -X2 + 227 + 2x, xi + X2 





x ,-(0,0) x‏ ۰ مع أخذ0.8 = Ax, = Ax;‏ ,0.1 = ع 


نتبع لحل هذا الخال ا خطوات السابق إيرادها فی وصف خوارزمية هوك - 





١ الخطوة‎ 

ناخ )0,0( <, x‏ نقطة‌بداية آر] ی Ji abl g‏ خطوة 
AX, = 0.8‏ , 0.8 ع ^X,‏ فى انجاه الإحداثيين د نا 9 [ لا على الترتیب ونضم 
1 . 


الخطوة ۲ 


f, -f(x,) , i=1 , tio =x; = (0,0) 


۳ الخطوة‎ 
i= 1 لإيجاد نقطة أساس جديدة مؤقتة نحسب الاحدائی‎ 
f= (م,1)4‎ =0 
f" = f(t, + Ax uu) = 1)0.8,0.0( 2.08 
f = ttio - Axu, | = f(-0.8,0.0) 0.48 
: وحست ال‎ 
f > min(f , f`) 


اَل مر )> ع وللإحداتى الثانی 1—2 تحسب : 
f= f(t,,) =0‏ 


۲۶ = f(t, + Axu») = ))0.0,0.8( = -0.16 


۹۴ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


(£,YV) f(x, , x;) exi -X2 + 227 + 2x, xi + X2 





x ,-(0,0) x‏ ۰ مع أخذ0.8 = Ax, = Ax;‏ ,0.1 = ع 


نتبع لحل هذا الخال ا خطوات السابق إيرادها فی وصف خوارزمية هوك - 





١ الخطوة‎ 

ناخ )0,0( <, x‏ نقطة‌بداية آر] ی Ji abl g‏ خطوة 
AX, = 0.8‏ , 0.8 ع ^X,‏ فى انجاه الإحداثيين د نا 9 [ لا على الترتیب ونضم 
1 . 


الخطوة ۲ 


f, -f(x,) , i=1 , tio =x; = (0,0) 


۳ الخطوة‎ 
i= 1 لإيجاد نقطة أساس جديدة مؤقتة نحسب الاحدائی‎ 
f= (م,1)4‎ =0 
f" = f(t, + Ax uu) = 1)0.8,0.0( 2.08 
f = ttio - Axu, | = f(-0.8,0.0) 0.48 
: وحست ال‎ 
f > min(f , f`) 


اَل مر )> ع وللإحداتى الثانی 1—2 تحسب : 
f= f(t,,) =0‏ 


۲۶ = f(t, + Axu») = ))0.0,0.8( = -0.16 


البرمجة غير ا خطیة وغیر المقيدة ناو 


وحيث إن . 


P 


f' «f 


t,, = (0.0 , 0.8) 


اخطوة ٤‏ 
حيك ان ر t;‏ مختلفة عن , X‏ فان نقطة الأساس الجديدة هی )0.0,0.8(- 


Ka > 2 


اخطوة ۵ 
نعين اتجاه النمط کالاتی : 
)0,0.8( = )0,0( - )0,0.8( = ,× - و = و 
يكن امحصول على طول (أو مقدار) الخطوة الامثل *2 بتصغیر الدالة : 
ix; + As) = t(0.0,0.8+0.81)‏ 
0.16 - .0.484 + 0.642.7 = 


ST 128.4048 
dA 


.2* 2 -0.375 آن‎ ac 


X5 +À s = )0,.8( - 0.375(0,.8)‏ ودا) 
)0,0.5( = 


LT‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


f = £(0,0.5) = - 8 TEM 


121 عند‎ - 
f* = f(t, + Ax,u,) = f(0.8,0.5) = 2.63 
f = f(t, + Axu, ) = f(—0.8,0.5) = -7 
Ol وحيث‎ 


F efef’ 
,را‎ = (-0.8,0.5) 


(t2) = - 0.57‏ 
- وعئل 1-22 
f* = f(t, , + Ax,u,) > f(-0.8,1.3) = -1.21‏ 
وحيث إن : | 
)08,1.3-( < روا , f'«f‏ 
و لا 
f(tz2} = -1.21 > f(x;) = 6‏ 
ناخذ نقطة اسان جديدة : 
)1.3 , 08 -) حور t‏ دوع 


ثم نتتقل إلى الخطوۃ 9 . 


فان : 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة ۵ 


الخطوة ٥‏ 
نعين انجاه اللمط حث تسب : 


)0.8,0.5-( = (0,0.8) - (0.8,1.3-) = و - S =x,‏ 
ثم نحصل على طول الخطوة الامثل *2 بتصغير : 
As] = 108-08 , 1.3 + 0.5)‏ و×)) 
X^ 0327-11‏ 072 ب 
وتكون مشتقة هذه الدالة بالنسبة للمتغیر ۸ هی : 
0.32 - 146 گا 
dA.‏ 
ون ذلك نحصل علی : 
A = 19‏ 


(-0.8,1.3) + 0.219(-0.8,0.5) 
= (-0.975 , 1.410) 


$ 


٩ اخطوة‎ 
f* = f(t, + Ax,u,] = 1)-0.175,1.410( -0.018 


F-fto-Ax,u] = 1)-1.775,1.410( = 0.105 


وحيث إن : 


f(-0.975,1.41) = -1.235 


f > min(f* + ( 


ل تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


)1.41., 0.975-( — رد — وج 


f(t32) = -1.235 > f(x) = -1.21 


نأخذ نقطة أساس جديدة : 
)0.975,1.41-( = ہا - 4 X‏ 


ثم ننتقل إلى ا حطوۃ رقم ۵ . 
وبتكرار العملیات السابقة حسب الخطوات والمراحل المحددة adle‏ مرات مع ملاحظة 
التتقريب الطلوب وهو فی هذه الحالة 0.1 — € نحصل على نقطة ال المثلى 


. وهی‎ (optimal) 
Xam CIV, 1.3) 
(£,"0 JU» 
: أوجد القيمة الصغرى للدالة‎ 


fx, xj) = 3x1 - ۵ +32 + dx, + 3x; 
نقطة وذاية ا ساس وأن طول الخطوة هو‎ X | = (0, 0 یاتسار ان‎ 
۸ -1 والخطأ القبول هو 5 2 ع و‎ Ax, = Ax, 1ع‎ 


الحل 
كما في المثال السابق نتبع خطوات JH‏ كما يلي : 


١ الخطوة‎ 


نضع 1 نال )0,0( = رع ij‏ 





لة بداية أساسبية وأطوال ا لفط : 


البرمجة غير الخطية وغیر المقيدة بش 


Y الخطوة‎ 


f, = f(0,0) =0, ورغ‎ =X, = (0,0) 


Y الخطوة‎ 


لإيجاد نقطة أساس حد .6 مژفته نضع 11 ; T— g‏ 
f -f(t; 9) =0‏ 


Ax,u,] =7‏ + یج 


f وراک‎ - Ax, u, | = 1)-1,0( = -1 


ومن ذلك نلاحظ أن : 
f ETR‏ 
ولذا ob‏ : 
ti; = )-1,0(‏ 
ثم نضع 122 ونحسب : 


f = f(t) = -1 
f*- f(t, + Axu) = fC-1,1) =5 
۶-1٢ - Axu») = fC-1,-1) = -5 
TON 


eter 


)*A‏ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 


ti» = (-1,-1) 


الخطوة 5 
حيث إن ا مختلفةعن ر X‏ فإن نقطة الااساس الجديدة وتصبح 
X 5 — ti» - (-1,-1)‏ 


الخطوة ٥‏ 
نعين اتجاه النمط كما يلى : 
s -X^5-X, = )-1,-1( - (0,0) = (-1,-1)‏ 


=X, +2۵ = (-1,-1) + (-1,-1) = (-2,-2)‏ ور) 


٦ الخطوة‎ 

نضع k-2‏ ونحسب : 

(t20) = -6 
۳ ثم نکرر الخطوة‎ 
ERE Axu, | = fC1,2) = -7 
i=] عند‎ 
: وحيث إل‎ 
f* ef 


فاد : 
)2-.1-( = ,£5 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة ۹ 


6) = f(-1,-2) = 7 


f" 


f(t + Axa») = f(-1,-1) = -5 


f(t, - Axu») = f) = 7‏ - م 
آی آن: 
f= min(f* ,۶[‏ 
ومن الملاحظ هنا أن التحرك الاستکشافی في ااتجاہ الثاني لم يصغر قيمة الدالة 
عن قیمتهاقبل إجراء هذه التحرك أي عن قيمتهاعند(2- ,1-) ولذافإن 
(2-,1۔) = روغ = رورا وحيث إن نقطة الأساس المؤقتة ر را مختلفة عن نقطة 
الأساس isb x,‏ (2- ,1-) = و كنقطة أساس حدية . 


نتتقل بعد ذلك لإجراء الخطوة © كما يلي : 
S =X, - X, = )-1,-2( - )-1,-1( = )0,-1(‏ 





t30 > X4 +۸۹ = (-1,-2) + )0,-1( = (-1,-3) 


اخطرة 1 


f*- f(t, + Axu, | = £03) = 0 


fftzo - Axu, ) = 102-3) = -8‏ - ۲ 
من ذلك RT‏ 
اع و د 


تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


وبالتالى فان : 
m (-2,-3)‏ رد 
و AME‏ 1-2 : 


f(t, ) = -8 


Axu») = ))3,-2( = 6‏ + ریک = م 


f(t, - Axu) = 102.0 = -8‏ = م 


ومن ذلك نلاحظ أن : 
f « min(f* ,f)‏ 
أي أن نقطة الأساس المؤقتة : 
ردأ > t32‏ 
وبا آنها مختلفة عن x,‏ نأخذ (3- ,2-) = م ×. 
بعد ذلك ننفذ الخطوة )0( لتحديد الاتجاه فنکتب : 
=X} =X, = (-2,-3) - )-1,-2( = (-1,-1)‏ 5 





وتکون : 

t,, 7X4 * ÀS = (-2,-3) + )-1,-1( = (-3,-4) 
٦ ا خطوة‎ 
: ونحسب‎ k = 4 نضع‎ 


121 عند‎ 
f(-3,-4) = -5 


f = سا‎ * Ax,u,) = f(-2.-4) = -8 
: أى أن‎ 
۲۳ > i 


البرمجة غير الخطية وغیر القيدة 111 
ومن ذلك تکون: 
(4-,2-) = رها 
وكذلك فان : 
(t4, ) = f(-2,-4) = -14‏ 
وعند 1-2 a‏ أن : 


t*- f(t, + Axu») = 1)-2,-3( = -8 


f(t, - Axu) = 122.5) = -6‏ = م 


أي أن 
f « min(f* , f)‏ 
وبالتالي op‏ 
)4-,2-( 457147 
وحیث إن 


t(x 4) = f(-2,-3) = f(t42) = f(-2,-4) = 8 


55 =X (e273) 
: [1-2 [ عند‎ 
f(tso) = -8 
diis (ts. ۳ Axu, ) (1,3-)1ع‎ = -7 
f = fftso - Axu, | = 1)-3.-3( = -3 


وحيث إن £ >۶ > f*‏ عندئذ نضع (3- ,2-) = روا حيث نلاحظ آولا أن : 


۱ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
fts; ) =f(-2,-3)= -8‏ 
f(t, + Axu») = 1)-2,-2( = -6‏ - م 
tts - Axu) = £02 = -8‏ = ۲ 


ومن ذلك نلاحظ آن: 
f(t.) > minlf , £*)‏ 
وبالتالي يكون )02,3 = tsa‏ وحيث إن : 


۴۴ «f 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة ۱۱۳ 
عندئذ تکون : 

X hitia 
: وعند 1-2 نحد أن‎ 


6 = ft + Axau») = fC T 2 ف‎ 


5 
2 
: : „o 7 


f< min(f* : f) 


اھ 2ے عد 
3 - 3| - ریا دیا 


نعود OV‏ إلى تنفيذ الخطوة ٤ء‏ ولان ts,‏ مختلفة عن و فإن نقطة 
be YI‏ - 


ا خطوۃ ۵ 
لتعین انجاہ النمط € T‏ 


S=X -X | -(-2,-3) = iz] 


"Uu mm 
27 +) سے‎ mp e) 





٩ - 3 -3‏ ۸ +ى< ع وما 


BE:‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
(tco) = fC1,-3) = -7‏ 
OVI‏ نکرر الخطوة ۳ فنلاحظ أن : 


: عتل 1 ح1‎ 
| x 
t" ہے‎ fts, + Ax,u,] =f f(-— 2 ,-3) — — 
ہے‎ J 3 33 
م‎ = f(t -Ax,u,) = س = رد‎ 
وحيث إل‎ 
E efe«f 
عندئد فان‎ 
۱4 
ANEN 
وااو سشل أل‎ 
3 33 
(«)- 423] : 
: 122 وعند‎ 
m A uw S... 
f^ = f(t, + Axa») = f>) = 8 
5 7 ۹ S 7 
م‎ = fts - سے = ولای۵‎ = 8 
: ادن‎ 
f(t, ) > min(f* f) 
أى أن‎ 


البرمجة غير الخطية وغیر المقيدة ۵ ۱ 


f(x) = f(tsa) = Ed 


لذلك نقوم بعمل حركة استكشافية حول النقطة م X‏ 
بتكرار الخطوة Y‏ نحصل على 





: i=] عند‎ 


f* = fit, + Ax uj] = 1)-1,-3( = -7 


4x) = 1)-2,-3( = -8‏ - را = © 
ومن ذلك نلاحظ آن : 
f« min(f* f)‏ 
آی آن : 
وج = روا 


و عند 122 : 


.3 3 ہے ہے 
f^ = f(t, + Axu») = KC.) = 8‏ 


"EC" | - 23 7 
ربا = م‎ - Axu») = fcm) = 8 


۲ > min(f* 1 ۱ 


Lo‏ 45 رجا x;‏ رط 


وحیث إن ); (t; | = f(x‏ أى أن × = و × لذا ننقص أطوال الخطوة إلى : 
| 


Ax, = Ax, = — 
X | X 5 1 


۱۱۹ تقنیات الأمثلية فى الہرمجة غير الخطية 


اخطوة ۳ 


نحسب الآن ۲۳ , + فنجد أنه عند i=1‏ 


125 3 
133 7 ظ 5 
کہ - چ [رسرعة - dtaa‏ = ۲ 


Feferf" 


: ادن‎ 
زو‎ e ۰ fu EE 


و عند 122 : 


+ ام‎ ۱ ۳۳ 7” Ll 0 65 
م‎ - f(t + Axu) =) © 
۱ |» .7 0, 6 


1 tet 


البرمجة غير الخطية وغیر المقيدة ۱۷ 


123 # ۲ ظ 
سی وت 


٤ الخطوة‎ 

لان ر ا نقطة أساس مؤقتة مختلفة عن X;‏ فان نقطة الأساس 
3 1 
يلاح وين وت 


٥ الخطوة‎ 


نعين ON‏ اجاہ النمط فنحسب : 


* !| أو 23113 7 
4 '4 |12'7 ]4 و 


وتكون: 





go و* حت‎ + ÀS = ۳ 





a BE‏ سے 
f. 4 ] 33‏ ۱ 
f "- (tao + Ax, u, ) = f 4" z? 6‏ 


ef 
: وبالتالی فان‎ 


۱۱۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
ا "TH‏ 
٩ A" 2‏ لہ 
7 لا 7 
8 4 4 
lh cs‏ آن : 


f = ft; * Ax;u;) - f(- 


وهذا يؤدي بنا إلى أن : 


وحيث إل : 

| 7 13| $67 

ی |3 = f(x) = f(ts2)‏ 
لذا نقوم بعمل حركة استکشافية حول eX‏ ثم نکرر الخطوة ۳ مرة آخری . 
كذلك حیث إن : 


: i=l وعند‎ 


3 13, 13 
2' 4 16 


| ۱3 131 
۶ = foo Axu) = egenis 
: ومن ذلك نلاحظ أن‎ 
f« min|f* f) 
: ونلاحظ أن‎ 


TN‏ روغ 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 1015 


الآن بوضع i22‏ ند أن : 


8 ےھ 7س ڈ۹ ہر ار + 
حت = (3- t*- f(t, + Axu;) = f‏ 
"uu 27 7, 133‏ 
جك - Ax;u;] = fe‏ - بوالا = م 
وهذا يعنى أن 
f « min|f* , f)‏ 
وبالتالی فان 
و > روا > روا 
يكن إنقساص طول الخطوة إلى > = Ax, = Ax;‏ وبذلك تكون شروط 
التوقف قد تحققت . لذا فإ شا وتکون قيمة الدالة عند هذه النقطة 
d7 13۱ 6‏ 3د 
T Ba i‏ و رای 


يكن إجراء ا خطوات بطريقة تتابعية دون الإشارة إلى الخطوات بأرقامها التي 
أشرنا إليهافي شرح طريقة ا حل واتبعناها في حل المثالين السابقين» وقد كان U S3‏ لها 
وتأکیدنا عليها بغرض تبسیط اتباع خطوات اخوارزمية عددكتتابة برنامج حاسب آلي 
ساب القيمة الثلی التى تجعل الدالة أصغر أو أكبر ما کن ضمن مجال أو فترة 
تقريبية محددة» ol LaS‏ الخطوات تزیل اللبس على القاری» وتبسط الإجراءات 
وتوضح الترتیب عند الانتقال من مرحلة إلى آخری . 


۱۳۰ تقنيات الا مثلية في البرمجة غير الخطية 
C£, Y , Y)‏ الطرق الانحدارية 

تعتمد الطرق الانحدارية Ae (descent methods)‏ التجه المتدر ج للدالة ) f(x‏ 
ودلك لإيجاد اجاه البحث عن النقطة ا مشلی ء والشجه التدرج هو متجه الشتقات 
ا جزئية للدالة f(x)‏ بالنسبة إلى 11 متغیر یسمی بانحدار الدالة Vf‏ حبث 

of | of 01 


—— Tg eeb و‎ EC md 
Ox, OX, 0X, | 


Vf = 


القدار Vf‏ هو متجه له 0 مركبة وله خاصية مهمة جداً وهي إذا تحركنا فى هذا الاتجاه 
من أي نقطة في الفراغ النوني فإن قيمة الدالة تزداد بمعدل سریعء ولذا فان الاتجاه 
الانحدار ی یسمی اجاه ميل الصعو 5 pu « (steepest ascent) pon‏ الملاحظة أن 
اتجاه الصعود الاقصی له خاصية موضعية (local)‏ « ولیست (globai LoL‏ 
الشکل (۲ , CE‏ یوضح اتجاه الصعود الأقصى . 





الشکل رقم (4,۲). اتجاه الصعود الاقصی. 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة شل 

لاحظ أن التجه التدرج» محسوب عند النقطة 1 ,2 ,3 ,4 التي تقع على 
الاتجاهات *11 ,22 ,33 ,44 على الترتیب . 

لذا فإن قيمة الدالة تزداد بأسرع معدل في الاتجاه 11 عند النقطة 1 ولكن لیس 
عند النقطة 2ء وبالتشابه فان قيمة الدالة تزداد بأسرع معدل في الاتجاه (227)33 عند 
النقطة )2(3 ۰ ولكن ليس عند النقطة (3)4 . 

من ذلك نستطیع القول بأن اتجاه الصعودالأقصى - يتغير بصفة عامة - من 
نقطة إلى نقطة أخحرى» وإذا أجرينا عدداً لا نهائيا من التحركات الصغيرة فی اتجاه 
الصعود الاقصی. فان المسار سوف يكون خطا منحنيا مثل المنحنى 1234 . 

إذا کان الاتجاه الانحداري الموجب يشل اتجاه الصعود الاقصی. فان الاتجاه 
الانحداری السالب يشل اتجاه النزول الأقصى . والجدير بالذکر أنه من المتوقع أن أي 
طريقة تستخدم الانجاه الانحداري تعطی نقطة التصغير أسرع من تلك التى لا تستخدم 
الاتجاه الانحداری . كما يلاحظ أن كل طرق النزول الأقصى تستخدم في إيجاد بحث 
التجه التدرج بطريقة مباشرة أو غير مباشرة . 





(E,Y, Y, V)‏ خوارزمية أقصى ميل نزول 
يكن تلخیص الخطوات التک رارية لخوارزمية أقصى ميل نزول 
(steepest descent)‏ كما فى ا خطوات التالية : 
X, as -۱‏ وتفاوتا صغيرا 0 < ع ثم نضع „k=l‏ 
Y‏ - نحسب([م Vf(x‏ = ع و . إذا كان ع > ||| تتوقف. وإلا ننفذ الخطوة Y‏ 
۳- من طول ا خطوۃ الأمثل م2 وذلك بحل مسألة التصغير ذات المتغير 
الواحد 





۱۳ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 
Min. LE +۵ JI‏ 
۸ 

بشرط أن تکون : e‏ ۸ 

نحسب Xu =X kHÀkSk‏ ونضع 2+1 ونعود إلى اخطوة ۲ . 

يكن إجراء ذلك باستخدام أي من الطرق التي ذکرت فی الفصل الثالث أو أي 
لريقة أخرى مناسبة . 

4 - نتوقف إذا تحقق أحد شروط التقارب . وإلافنضع ۴-۴+1 وننتقل إلى 

الخطوة الثانية . 


)٤,۴, ۲, Y)‏ خوارزمية أقصى ميل صعود 
تختلف خوارزمية أقصى ميل صعود (steepest ascent algorithm)‏ عد 
خوارزمية أقصى ميل نزول في كونها تستخدم الاتجاه الانحداري الوجب في إيجاد 
اتجاه البحث . وتتلخص خطواتھا التكرارية فى الآتى : 
۱- نختار متجھا أولياً X‏ وتفاوتا (tolerance)‏ في حدودء ثم نضع k=]‏ . 
۲- نحسب (م×|ا۷۔ 8. 
۳- نوجد طول الخطوة الأمثل وذلك بحل مشكلة التكبير ذات ADAM‏ 
الواحد 
Max. ifs, + 2S «)|‏ 
۸ 
-٤‏ نتوقف إذا تحقق أحد شروط التقارب التي نحددها فيما بعد ونضع 


. وننتقل إلى الخطوة الثانية‎ kekel 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة TE‏ 
(£,Y, Y, Y)‏ معايير آخری للتقارب 
P‏ ثلاثة معايير للتقارب (convergence criterion)‏ التي تستخدم إحداها 


للتوقف عن تكرار خطوات الحل نذكرها فيما يلى : 














(5) ۳+ -X | > ع‎ 


حيث إن التفاوت E‏ مقدار صغير موجب يحدد مسبقاً. 
يكن استخدام خوارزمية أقصى ميل نزول في إیجاد الحل الأمثل لمسألة تكبير 
دالة f(x)‏ وذلك بإيجاد ال الا مثل لتصغير الدالة f(x)‏ - وليكن X'*‏ فتكون (*×)؟ 
هي القيمة العظمى للدالة (X)‏ . 
مثال (۶,۷) 
أوجد النقطة التى تكون عندها الدالة التالية 
X2‏ + و2۷ + 27 + =X, - X;‏ (ید, f(x,‏ 


أصغر ما يكن متخذاً نقطة بحث مبدئية )0 ,0( = م × » وتفاوتا 0.05 = ع . 


الحل 
لإيجاد النقطة المثلى فى هذا المثال» نعيد طريقة الحل بعدة تكرارات حتی نصل 
إلى شرط التوقف . 


۱۲ تقنيات الامٹایة في البرسسجة غير اخطیة 
تكرار e"‏ الا اہ التدرج للدالة أ هو : 


۳ + 4x, + 2x5, و‎ -1 + ZX, + 2x») 


01 01 


Ox, ' و0‎ 


«| 


Vf(xo) = Vf(0,0) = (1.-1) 


s, = -Vf(xo) = CL.D) 


لایجاد ,× نوجد طول الخطوة الأمثل .2 وذلك بصغ ےے الدالة 
ix, +۸,‏ بالتسیة للمتغير +2 حیث ان : 
231-2 ]1 25( - [رقرة+ (x,‏ 
ویک تصني عل الب "ul‏ ۰ وبحل العادلة الناقبة نحصل على 


C1,1)‏ 2 )1-11 + )00( 2 2۱5+ سے 
وحيث إن : 


€> أ و ۳ 


لذلك نلاحظ أنه لا یتحقق شرط التوقف ولذا نجری تكراراً آخر . 


تک ان ۲ 


--Vi(x;) = -Vf(-1,1) = (1,1)‏ و و 


والان نقوم بتصغیر الداله : 
f(x + A283) = (192 1923] = 532 - 22: - 1‏ 


وذلك بوضع 0 - -S—‏ آیآع 2-0 - 10A,‏ 
—— مه 


البرمجة غير الخطية وغير المقيدة 6 
وبحل هذه المعادلة تكون قيمة ۔ ۶ ومن ذلك aZ‏ أن: 


xı =X, + ور‎ = )-1,1( + 02(1,1) = (-0.8,1.2) 
: اث‎ f 


أي أن شرط التوقف لم یتحقق بعد» وبالتالی نجري تکراراً آخر . 





تكرار Y‏ 
نوجد قيمة S3‏ فیکون : 
٩ = -Vf(x 2) = -Vf(-0.8,1.2) = )0.2,0.2(‏ 
ومن ذلك ند أن : 
[ي1.2+0.22,و0.8-0.22-)1 = (x; +A3S3)}‏ 
2 - و0.08۸ - 0.04۸39 


df ۱ 
dÀ 4 | 





وبحل المعادلة à UJ‏ نحصل على 


ما سبق ند أن  ,‏ التالية هی : 

=X, + "m = (-0.8,1.2) + 1.0(-0.2.0.2) = (-1.0,1.4)‏ ىلا 

وحيث إل : 

ع < أو - ب | 

لذا يجب أن نستمر فى عمل التكرارات حتى نصل إلى (1.5 , 1-) = X*‏ وهی 
النقطة التی تكون عندھا للدالة نهاية صغرى . ۱ 

في ا JUI‏ التالي نوضح كيفية تقدم عملية ا حل بتعاقب التكرارات وحتی 
الاقتراب من ال الأمثل. سنوضح كذلك أن عدد التکرارات اللازم إجراؤها 


للوصول إلى ا حل الأمثل یعتمد على التضاوت في الدقة المسموح بهاعن الحل 
الأمثل . 


مثال (£,A)‏ 
استخدم طریقة أقصى ميل صعود فى إيجاد القيمة العظمى للدالة : 


i | 5 A} 


بفرض أن نقطة البحث البدئی هی )0,0( = .x,‏ 


الحل 
Vf(x) = 2x2 -2x, ,2x, *2- 4x2)‏ 


Sı = Vf(x,) = (0.2) 


من ذلك یکون : 
837 - 41 = [0+22 , رجمب0)؛ =| یہر + ا 
۱ | 1 
df‏ 1 
بو 0- —— مد ان س = à‏ 
"SN‏ 4 


ومن ذلك تكون نقطة الحل التالية هی : 


E -lo. 1 
x5 = (0,0) + 1 9.2) 0 ;| 


تکرار Y‏ 
نوجد الاتجاه المناظر للنقطة X,‏ حيث إن : 


S, = ج90‎ - (10) 


الب ةق اك رخ القند ۷ 


ix; +28) = Pay 








23 1 2. IT 
= —|2À2] + 2 A2 - 2 — 
RC 
=À udis 
2 — V2 2 
۱ E 1 بي‎ 4# 
عت وضع )( = 1 نيحد ان ج - ۸2 ومن ذلك تكون‎ 


"s x‏ = (1,0) -- وا 


( HUI-D- 


كما هر موضح بالشكل (EY)‏ 


نلاحظ أن هذه النقط تتقارب إلى (1,1) = x*‏ الذی يل الحل الامغل حيث 
أنه يحقق : 
Vf(1,1) = (0,0)‏ 
من العروف أن متتابعة الحلول المعطاة لا تصل إلى ال الأمثل المضبوط 
(exact)‏ لذا فان عملية إجراء التكرارات تتوقف عندما نصل إلى نقطة قريبة من 
نقطة الحل الأمشل المضبوط و یتوقف هذا على اختیار مقدار التفاوت ع 
المسموح به . 


۱۳۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 








X, 
x" = (1. 1) 
El 
(7/8, 1/8) 
n (3/4, 7/8) 
(1/2, 3/4) —— 

)3/4 ,3/4( 
1/2 ,0 
)1/2 ,1/2( بت 


(t, E)‏ اوو 


: ادرس وضع الدوال الآتية من حيث وجود نقاط طرفية‎ -١ 
(ز‎ f(x,,x,)e9xj +K; 3x,x, 
(ii) مر‎ X2, X3)=2x] +2 + x5 + 60, 2۱۵ 


: تحقق من أن للدالة‎ -Y 
+X? + X5 + X$ - 2X, - AX, + 4x, 


البرمجة غير الخطية وغیر القبدة ۱۳۹ 
Q,5,-1)‏ و RL‏ و )1,2,0( , )1-,0,1( , )0,3,1( 


۳- ادا كان العائد الناتح لكل فدان فی مزرعة من أحد المحاصيل يعطى بالدالة 
التالية : 
تق 3 - 4۱۵ + f(x; X3] = 20x, + 20x,‏ 
حيث × تمثل تكاليف العمالة » × ثل تكاليف التسمید . أوجد أقصى عائد 
للفدان . 


5 - حدد النقط الطرفية للدالة : 


2 2 | 
f(x, ; X5 ; X3) - X1 - X5 + XÀ - 2 X3 - X437 + 4x, + 12 


۵- ابحث. فيما إذا كان للدالة التالية نقطة أو نقط طرفية : 


۱ 4 CC ا‎ 2 2 


- أوجد قيم X4, X5. X,‏ التی تبعل الدالة: 


۱ e 22.2 ے‎ i 2 
f(x, X5, X4) = X| + 2 - OX,XÀ ۔‎ X5X34 + 45 


: هوك - جیفز فی تکبیر الدالة‎ ht استخدم بحث‎ EV 

x5 325] ^-0.02(x X 1‏ وي IX, E. 4.) E Fx +x; -0.02(x‏ 
على أن تکون نقطة الب حث الب دثي )0 ,0 ,0) = ,× وأطوال اخطوات 
لتغيراتها الثلاثة هی 1ع Ax, = AX, = Ax,‏ 


۱۳۰ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
۸- استخدم بحث غط هوك - جیفز لتصغیر الدالة : 
f(x, ,x2 , X3) = 5x1 - 16», + 13×5 + 10x, - 16x,‏ 
متخناً )0 :۰ ۵0ء xo‏ كنقطة بداية وأطوال الخطوين الب دی تن هما 
0l, Ax, = Ax; - 2‏ یکون 1 > Ax, - Ax,‏ شرط التوقف. کرر الحسابات 
مستخدماآً(4,2) = xg‏ ثم علق على التنيجة التي تحصل علیها من نقطتي 
البداية . 


f(x, Xa Xi) = xi + 3x5 6x3 
كنقطة بداية وأطوال خطوات مبدثية‎ x, = (2, -1, 1) وذلك بأخذ‎ 


۰- باستخدام طریقة أقضى ميل نزول آوجد القيمة الصغرى للدالة: 


f(x) = 4x1 + x5 - 4× وك‎ + 5x; 


مستخدماً نقطة الأصل كنقطة بداية وبتفاوت 0.05 - ع 


: آوجد القيمة الصغرى للدالة‎ — V! 
f(x Xj) > 21 + X3 
. بطريقة أقصى ميل نزول مستخدماً نقطة بداية )2 ,1) وشرط توقف مناسب‎ 
: 5-أوجد القيمة الصغرى للدالة‎ 
f(x, + X2) = (x, -3( + 9)2 - 3 
بطريقة أقصى ميل نزول مستخدماً نقطة بداية (1 . 1) = ۵ وباختيار شرط‎ 


البرمجة غير ا خطیة وغیر المقيدة ۱ 
۳-باستخدام إحدى الطرق الانحدارية أوجد القیمة العظمی للدالة : 
f(x) = 10x, - 2x1 - 4x, + 5Log x,‏ 
bas‏ قطة )1,2( . 


fx) د‎ -XT + 4 2x Kg - 2x7 


Ga‏ من النقطة )0 , 0( = xo‏ وذلك باستخدام إحدى طرق البحث التى 





المسانل المقيدة بمعادلات 


ه مقدمة e‏ طريقة التعويض المباشر 
e‏ طريقة تغيير القيود € طريقة 


(۵,۱) مقدمة 


MU EP CT‏ ها ال صل لماه ال ول الق لي س اكا برم‌جه 
des VELA d, i‏ يع مت ادلات أو ق دالا 
(constrained problems with equality constraints)‏ التي تکون فیهاالدوال 
متصلة وتأخذ صيغاً رياضية معينة . 

تکون الصيغةالعامةلهةةهوالمسائل ھی عبارة عن إيجاد قيم 
Sa‏ برح x rz‏ التی تعظم (أو تصغر) دالة الهدف : 


)۵ ,۱( z -f(x)- f(x, و سے گا‎ Xn) 


TT 


Yé‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
وذلك نحت الشر وط : 
(o, Y) g(x)-0 , Q-71,2,.., m‏ 

حيث إن قيمة 13 أقل من 1 أو تساويهاء وکل من m , n‏ أعداد صحيحة موجبة. فی 
حالة کون m-0‏ تصبح المسألة غير مقيدة» وقد سبق لنا دراستها في الفصل الرابع. 
وتكون JU‏ غير معرفة إذا كانت m‏ أكبر من . 

توجد عدة طرق لحل مثل هذه المسألة» وسوف نشرح بعضاً منها فى البنود 
القادمة من هذا الفصلء وهي طريقة التعويض المباشر» وطريقة تغيير القيود. 
وطريقة مضاريب لاجرانج . 


(۵,۲) طريقة التعويض المباشر 

تعتبر طريقة التعويض المباشر (direct substitution method)‏ من أبسط الطرق 
لحل مسائل البرمجة غير الخطية المقيدة بشروط الساواة. لاحظنا أنه يوجد في المسألة 
غير المقيدة عدد n‏ من المتغيرات . وإذا كانت المسألة تحتوی على عدد" من الشروط 
فهذا يعني أنها تحتوي على (n-m)‏ من المتغيرات المستقلة . يمكن إيجاد قيم المتغيرات 
غير المستقلة والتى عددها M‏ بحل مجموعة القيود أنياء وبالتالي نحصل على قيم 
جميع المتغيرات التي تحقق الحل الأمثل للدالة . 


لتوضیح طريقة التعويض المباشر لحل هذا النوع من السائل نورد الأمثلة 
التالية . 


مثال )0,1( 
آوجد آبعاد الصندوق التي تجعل حجمه آکبر ما یکن بحيث يمكن وضعه فى 
كرة نصف قطر ها الو حدة . 


السائل القيدة معادلات ۱۳۵ 
اخل 
لإيجاد الحل الأمثل لهذه السألة» نفرض أن نقطة أصل أو التقاء المحاور 
الكارتيزية ھی مركز الکرة» وهي في الوقت نفسه مركز الصندوق؛ أي أن حجم 
الصندوق يعطى بالمعادلة : 
f(x, ' X2 X3) 78x × x,‏ (۳ , ۵) 
MR ddp tios‏ ی و 
نلاحظ أن آي نقطة مہ مشتركة إحداثياتها X,‏ , وڈ و X4‏ بين الكرة والصندوى 
لايد وآن تحقق العلاقة التالية : 
(o, £) xi + + K3 = 1‏ 
تحتوى هذه المسألة على ثلاثة متغيرات وقيد (أو شرط) مساواة واحد. باستخدام هذا 
القید » یکن حذف أي من | تعیب 





ات فى دالة الهدف ؛ فمثلا اذا اخترنا حذف X34‏ من 
المعادلة )£ dal. (o,‏ أ 
l‏ 


۱ 
"وب fx, : x4] = Ex, sa 11 -x$‏ )0,3( 
أى أن المسألة تحولت إلى مسألة إيجاد القيمة العظمى للدالة )2 × , f(x,‏ متغيرين 
وهی مسألة لا تحتوي على شروط . : سب Qt Hag‏ أل جا ا 


العظمى للدالة f(x Prpa f(x, & 3 X2)‏ احزئیتین ۱ عن بالنسبة لكل من 
X», X |‏ تساوی صفراًء أى آن : 


iT A‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





l 
. 01 2 .212 Xi 
]1 - x -*2( * 
1 
e 31 2 X 
(0,9 — x--78xi I(1-x?-x1]? -————7|-0 


1 
x; -xj]*‏ -1( 
بتبسیط المعادلتين V)‏ ,0( و(8/,ه), نحصل على : 
-2x?-x2 -0‏ | 
dmn‏ 
Put €‏ 
l 2 33‏ 
ومن الملاقة )0 (o,‏ نحد آن چ xi‏ وهذا ا حل يعطي أكبر حجم 
للصندوق وهو: 
8 + 
جل =| 1. 
Ei 3/3‏ 
TE‏ کا9 ال مارا کر ABE ud ya‏ يسة» تليق الشروط 
الكافية على الدالة f(x i , X2)‏ فمن المعادلة ٦(‏ و4 )يمكن ا حصول على المشتقات 
(xi , x3) MH‏ و تعطى كما يلى : 


السائل القيدة ععادلات ۱۳۷ 


8 8 x, 

TS ET aa L (1 -K - ار«‎ 
i کر یت‎ ۲ ۱ 
ا گے‎ - 1 2 xi)? 


3211/۷۹ , y3) "E kd 


المقضوة یفده ٭فه 5 اد و 
لقصود بهد العلاقة هو إيجاد قيمة الشتقة الثانية للدالة بالنسبة للمتغير X‏ 
عند النقطة ) 1/۸۷ , 1/3( | 7 








gi = 8x7 
9f - 1 <î وا‎ 5 T 
OX , Ox ; ۱ x NE 
۱ ۴ 
= n )1 ہی‎ 4 T 
)1 2 x3) [1 -x2 - ع‎ 
أي أن‎ 
013۰. ۱/۷3( ۰ 6 
Ox, Ox, 
027۶ کہ‎ ۷ x, ] SX 3چ ي‎ : 
9 qai 1-6 و‎ 





۱۳۸ 


تقنیات الا مثلية فی البرمجة غير الخطية 
أي أن : 


ws. 1/1/3 ) = -3 





وحيث إن مصفوفة هس المناظرة لهذه الدالة هى 
0۳ 
ox? 0 OX, |‏ 
mE‏ اق 
t‏ ےت 
ox;‏ 





| Ox, Ox, 





df مم‎ 9'tof | 
mE Ox] dx? 0X, Ox; 


Ox |‏ 
فان مصفوفة هس للدالة أ تكون سالبة مؤكدةء ولذا فان الدالة (و×: f(x x,‏ تكون 
أكبر ما يمكن عند النقطة (× , (xi‏ أن حجم الصندوق یکون اک بها 
النقطة 1 x‏ ^ .5 کے E‏ 














لان كلا من دالة الهدف ومعادلة القید متمائلتان فی 2 و وغ و X1‏ بُعنی أن 
اہقیدال اسنا e al‏ أو القید- يجب أن نتوقع ابتداء أن 
تکون قيم JH‏ سل ي =x;‏ کے Xa‏ 
۱ 
وححيث ان | = c k: x X3‏ فإك قيمة يحب أن تسا 1 
l‏ كل منهما وي * y5‏ 
Ss‏ موی کے E‏ 
كما أن معرفة المشتقة يي تعين مباشرة ے = (باستبدال X»‏ محل X,‏ وكذلك 
0 


۱۳۸ 


تقنیات الا مثلية فی البرمجة غير الخطية 
أي أن : 


ws. 1/1/3 ) = -3 





وحيث إن مصفوفة هس المناظرة لهذه الدالة هى 
0۳ 
ox? 0 OX, |‏ 
mE‏ اق 
t‏ ےت 
ox;‏ 





| Ox, Ox, 





df مم‎ 9'tof | 
mE Ox] dx? 0X, Ox; 


Ox |‏ 
فان مصفوفة هس للدالة أ تكون سالبة مؤكدةء ولذا فان الدالة (و×: f(x x,‏ تكون 
أكبر ما يمكن عند النقطة (× , (xi‏ أن حجم الصندوق یکون اک بها 
النقطة 1 x‏ ^ .5 کے E‏ 














لان كلا من دالة الهدف ومعادلة القید متمائلتان فی 2 و وغ و X1‏ بُعنی أن 
اہقیدال اسنا e al‏ أو القید- يجب أن نتوقع ابتداء أن 
تکون قيم JH‏ سل ي =x;‏ کے Xa‏ 
۱ 
وححيث ان | = c k: x X3‏ فإك قيمة يحب أن تسا 1 
l‏ كل منهما وي * y5‏ 
Ss‏ موی کے E‏ 
كما أن معرفة المشتقة يي تعين مباشرة ے = (باستبدال X»‏ محل X,‏ وكذلك 
0 


السائل القيدة بعادلات ۱۳۹ 
و الشیء نفسه ینطبق على الشتقات من الرتبه الثانية . 
ولا فنك ان لا سق الک هه aloud‏ 

تجدر الاشارة کذلك فی مثل هذا التطبیق ألا یتوقع الشرط الكافي لان النقطة 
ixi "s ud xij‏ لايمكن أن تكون OY (6 -A— SL‏ احجم الاصفر لابد أن یکون 
صفراً وذلك عندما 0 = X4‏ = 5 < 5 . 


)۵ , ۲( مثال‎ 
أو جد القيمة الصغری للدالة:‎ 
)۵ , ٩( fo) - — (xi + Xj + xi) 
مع الشروط:‎ 
(0, Y*) X, =X, = Û 
(0,YV) Xa +X, Xm] 


الحل 
تحتوى هذه المسألة على ثلاثة متغيرات وشرطین. أي أن لدينا متغيراً مستقلا 
ومتغيرين غير مستقلین . من الشرط ١١(‏ ,6( نجد أن : 
X <‏ 
وبالتالی فيمكن حذف المتغير 5 آو X,‏ من دالة الهدف والشرط Y‏ ,9( 
بحذف ۲ تتحول المسألة إلى تصغير الدالة : 


(o,YY) f(x, x) = < (2x? x) 


de E 
(o, Y) 2X, +X; =] 


۱۰ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
x, > 1 - 2x,‏ 
31 5 
(x) = 7 (1-4 + 6x1]‏ 


وبذلك آصبحت المسألة مسألة د سغير غير مشروطة تحتوی على متغير واحد. 


یکون الشرط الضروري لكي تكون الدالة (, :)1 نقطة طرفية أو حدية بوضع 
مشتقة الدالة آ تساوی صفراً؛ أ اي أن : 





)ه,١5(‎ )4+ 12x,) = 0 


1 
من المعادلة السابقة AZ‏ أن —" X]‏ وبالتعویضص فی الشرطين (۱۰ , ۵) و (۱۱, ۵) 


xi (X2‏ » وبتطبيق الشروط 


الكافية لمعرفة ما إذا كان للدالة أ X, " aue‏ نهاية صغرى QUT‏ 0 4 
xi‏ 


ا 
p‏ 
si‏ 
تج تا 
|| 
۱ مسمس سج سے 
^| 


لذا تكون النقطة الحدية هی 5 
= 3 





من المعادلة Co, VEO‏ ونعوض بقيمة Xj‏ التي كانت 0< 6 - جك ؛ أي أن الط 
x?‏ 


1 


اه Pb E‏ مہہ پے ` ۲ 
adl‏ اڈ ےا نقطة نهاية صغرى للدالة Xa xs)‏ . ,»)1 


ملا حظة 
لان دالة الههدف ومعادله القيد متمائلتانفي و×, ر×, × ؛ يمعنى أن 
استیدال Leal‏ مكان الآخر لا يغير من صيغة الدالة أو القيد. » لذا يجب أن نتوقع ابتداء 


السائل المقيدة بمعادلاات ۱۱ 


أن تكون قيم الحل الأمثل هي Xp - <2 - Xj‏ 
وحيث ان | = +X, +X,‏ × فإن قيمة كل منهما يجب أن تساوي y‏ كما 


2 1 





01 
OX,‏ 
ونفس الشيء ينطبق على المشتقات من الرتبة الثانية . 
و لا شك آن هذا سیرفر الک من UL‏ 
كذلك تجدر الاشارة فى مثل هذا التطبيق» إلى توقع الشرط الكافي لان النقطة 
xi (X3 xi]‏ لايمكن أن تکون نهاية صغری لأن الدالة لابد أن تكون صفراً وذلك 


.× =X, = X, = 0 عندما‎ 





مثال Y)‏ ,0( 
أوجد القيمة الصغری للدالة: 
نے f(x, x2) = 51 + 5 F‏ (۱۵ , ۵) 
nad‏ طط 
x1X5 -10=0‏ )0,131( 


اخل 
تحتوی هذه المسألة على متغيرين وقيد واحدء أي أن لدينا متغیرا مستقلا وآخر 
فی سط (اي عتمد) ومن الشرط )۵۱٦(‏ نجد أن 0 x‏ :× لقيم 1-1,2 وأن : 


(0, V) due E 





١ 5 Y‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





X 1‏ | 
"x‏ 100 , 
ای أن : 20 + > + 5۱ = YA) f(x,)‏ ,0( 
xi‏ ۱ 
وبالتالی تحولت المسألة من مسألة مقيدة ذات متغيرين وقيد واحد. إلى مسألة 


عير مقيدة عتغیر واحد. 
يكون الشرط الضروري لكي تکون للدالة f(x,)‏ نقطة طرفية (أو حدية) هو 

















)0,19( m = 10x, - - m 
: أن‎ a من المعادلة السابقة‎ 
x, = 90ل‎ -5 
: وبالتعويض في العلاقة (۱۹ , ۵) نحصل على‎ 
نے ہم‎ 473 
V20 
(xi x3) = )2.12 , 4.73( : لذا تكون نقطة السكون الحدية هي‎ 
نهاية صغرى أو‎ X, xe تطبيق الشرط الكافي لمعرفة ماإذا كان للدالة‎ 
فتحصل‎ X, ونعوض عن قيمة‎ (0 , VA) من المعادلة‎ id نهاية کبری نحسب‎ 
ok او م‎ "m 
على 0 < 40 - , ام أي أن التقطة )4.73 ,2.12( نقطة نهاية صغری للدالة‎ 


i f(x l2‏ وتکون قيمة الدالة عند هذه النهاية الم رک هی 


السائل المقيدة بمعادلات VET‏ 


f(2.12 , 4.73) = 5)2.12(“ + )4.73(* + 2(2.12)(4.73) 


= 64.9 
)۵ , ٤٤ مثال‎ 
: أوجد القيمة الصغرى للدالة‎ 
(0,Y*) f(x, ; Xs (Xs) > Xi + و‎ + 2X, 
: غیت الشروط‎ 
)۵ , ۲۱( X; +K; ۲ 6ع- ریز‎ 
)۵ , ۲۲( -X HX, + رخ‎ 2 4 


امحل 
تحتوى هذه المسألة على ثلاثة متغيرات وشرطین» أي أن لدينا متغيرا مستقلا 
ومتغيرين غير مستقلين . بالتعویض عن 5 من القید (o, Y‏ تعحول السألة إلى 


: تصغير الدالة‎ 
(o, YY) (xı ,x2) 2x1 + x2 -2x, -2x3 + 2 
: و(۲۲ , ۵) يصبح الشرط هو‎ (0, YU وبالطرح بين المعادلتين‎ 


x, =]‏ )1€ ,5( 
بالتعویض عن قيمة ا متغیر X,‏ باستخدام الشرط YE)‏ ,0( في دالة الهدف 
YY)‏ , 0( تصبح صيغة الدالة هي : 
(o, Yo) f(x;) = x5 -2x, + 11‏ 
وبذلك اضیحت السالة مسألة تصغیر غیر مقيدة تحتوی على متغیر واحد. الشرط 
الضروري لكي یکون للدالة f(x»)‏ نقطة طرفية أو حدية هو وضع مشتقة الدالة f‏ 
باللسبة إلى xà‏ تساوی صفرا أي آن : 


١‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


dí  ,‏ ظ ظ 
0 ە پچ (o, Y‏ 


ومن المعادلة السابقة تجدآن 1 = x,‏ وحيث أن 1 = ,× مخ الث ط 
Co, YE)‏ وبالتعويض في أحد الشرطين (۲۱ , ۵) أو(۲۲:٥)نحصل‏ على4 = x4‏ 1 
لذا تكون النقطة الحدية هي. (1,1,4) = (xi , 2 xi)‏ وبتطبيق الشرط الكاقي 





2 

ظ ا ہیں نے ع يد ° sk a‏ هن TEE x e‏ 

المعادلة Y£)‏ , ۵) وعو ص عن فيمة X5‏ فنجد أن 0 > 2 = À‏ ای ي ان النقطة 
X2 |X |‏ 


الحدية (1,1,4) نقطة نهاية صغریء وتكون قيمة الدالة عندها 10 - (*1)۴. 


(o, 7‏ طریقة بت تغيير القیود 
المكرة الأساسية المستخدمة فی طريقة تغيير القیود (constrained‏ 
variations)‏ هي إيجاد تعبير لصيغة مغلقة form)‏ 64 للتفاضل الكلي من 


الرتبة الأولى گل للدالة rad Ai f‏ یس سپ شون 
g(x)-0 , j=1,2,...,m‏ 
ثم الحصول على النقط المثلى الطلوب إيجادها بوضع التفاضل الكلي كك مساوياً 
للصفر . وقبل تحدید الطريقة العامةء سوف نوضح أهم ميزاتها من خلال إيراد 
صياغة خاصة لمسألة تحتوي على متغيرين وقيد واحد. 
لنفترض أن الطلوب هو تصغير الذالة : 

(0,YV) f= f(x, X3] 
: نحت القيد‎ 

(0, YA) g(x: ۱ x2) > 0 


Fr 


السائل المقيدة ععادلات ١‏ 

للحصول على ر× نحل معادلة القید : 
0= (و×, g(x;‏ 
ولنفترض أنه يمكن التعبیر عن ذلك بالعلاقة : 
(o, Y4) x, = h(x,)‏ 

بالتعویض من المعادلة (۲۹ , ۵) في دالة الهدف تصبح دالة في متغير واحد؛ أي أن 
٠ ۴= f(x, , h(x)‏ والشرط الضروري لكي يكون لهذه الدالة نهاية صغرى عند 
xi : x3)‏ هو أن arall‏ الكلية للدالة Jb f(x, ۱ x2)‏ بة إلى X,‏ یجب ol‏ تساوی 
صفراً عند [x1 , x3)‏ والتفاضل الكلي للدالة f(x; , X2)‏ يمكن كتابته على الصیغة : 





)۵ ,۳۰( dí(x, xa) = ao d + سک‎ dx, 
۱ 1 





: هي‎ Xy شتقة الكلية بالنسية للمتغير‎ 
df(x , X2) 01× , X2) 01۳۱ (X3) dx; 


^ dx | ox, + —— «X. — dk. 
: وبمساواتها بالصفر نحصل على العلاقة‎ 
ہے‎ 01 of نے‎ 
( ) k dx, + x dx, 


حيث إن 0 x)=‏ ,*)ععند نقطة العصغیر . لاحظ أن الازاحات dx,‏ و dx,‏ 
التي تؤخذ حول النقطة (2×, (x1‏ تسمى تغيرات أو إزاحات مسموح بها 
(admissible variations)‏ ادا حققت العلافه : 
(o, YY) g(x] + dx, , x} + dx2) =0‏ 
ولا كانت متسلسلة مفكوك تايلور (Taylor)‏ للدالة Y Y)‏ ,0( حول النقطة 
(xi , *5[‏ تعطى بالصيغة: 


e[xi + 06 , x> + dx») = اع‎ ae 3880 س لع‎ 
(o, YY) Lac ہے‎ 5 
:]ع9‎ X2] 
Ie 4 = () 


Ge‏ بأننا نفرض أن , dx, ۰ dx‏ مقادیر صغيرة» وعاآن 20 x5]‏ 30 » فاد 
المعادلة (o0, YY)‏ تنحصر فى الصيغة التالية : 
gelx, , X5 9elx] , X5‏ 
E 3 dx, -0‏ لی 383 , (xi x2) dx‏ 


(6,Y£) dex au] e گا کے‎ 7 X. 
: كما يلى‎ Co, Y £) فإنه يمكن كتابة المعادلة‎ «Jas X, دالة فى‎ g(x,, بمعنى أن (و×‎ 
(ê, 0) 





وتعنی هذه العلاقة أنه عندما يتعين التغير (أو الازاحة) dx,‏ فی X,‏ فان التغير dx,‏ 


بالتعویض من المعادلة (۳۵, (o‏ في المعادلة Co Y V)‏ نحصإل على : 








يلاحظ أن أي اختبار لقيم , dx‏ یحقق المغادلة (o0, Y)‏ طالا کانت : 


السائل القيدة بمعادلاات ۱۷ 
z‏ 

of ۱۲| of 

^ اھ اسوں 3 9 
d‏ 





| 4 
| X 


وه والشرط الضروری لكى توجد نقطة حدية (طر (ib‏ عند .X - X*‏ 


مثال )0,0( 
أوجد النقط الحدية للدالة : 
(oL TA) f(x, X2) 2Cxix?‏ 
عبت اك اط 


(a, TA) g(x, X2) > +x -a° =0 


الحل 
لهذه المسألة متغيران وقيد واحد. وبالتالی فإنه يكن تطبيق المعادلة (o, Y V)‏ 
لایجاد النقط الحدية (أو الطرفية) للدالة . بإيجاد المشتقات الحزئية للدالة Y A)‏ , ۵) 
والشرط (۵,۳۹) بالنسبه للمتغیرات و X,‏ نحصل على : 
df‏ 3.2 
0 2 














في ارم ما 
CXI x;‏ -= 








0 55 dg 


Ox, 2 
: جد أن‎ (o, Y V) وبتطبیق العادلة‎ 
0,1) — [-Cx? x2 (2x;) + ع2‎ xi! x? (2x)].. =0 


أى أن : x;-ty2 X3‏ 
وبالتعويض فی القيد (أو الشرط) أي في المعادلة (۳۹, Co‏ حصل على : 


۱:۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


d i-a 2 ۱ 
e ۰ج[ جا‎ Ge 


وفيما يلي ندرس الشرط الضروري للصياغة العامة لهذا النوع من المسائل . 





يكن تعميم الأسلوب الذي اتبعناه فى حل المسألة السابقة بمتغيرين وقيد واحد 
إلى حالة المسائل التى لها " متغير و M‏ قید . 


ار تار 
m‏ ,...,71,2( , 20 (8:06 


لا حظ zd‏ کل o‏ ماه a‏ يكن اخصول على معادلة خطية فی الازاحات 
.dx;,(121,2,..., n)‏ لذا سوف يكون لدینا 117 من المعادلات الخطية فی 0 
متغیر . وبالتالی فانه تكن ااسے عن m‏ إزاسة بدلالة التبقی من الازاحات. ` 

| یک استخداء هذا التعبير لصياغة التفاضل الكلى لدالة الهدف df‏ بدلالة n-m‏ 
من التغيرات غير المستقلة . باعتبار أن معاملات الإزاحات المستقلة تختفى فى المعادلة 
1-0 . 0 
ويمكن الحصول على الشروط الضرورية لإيجاد ا حل الأمثل الشروط للدالة المعطاةء 
وباتباع ا خطوات التالية يكن الوصول إلى النقط الحدية بالتفصيل . 

نوجد التفاضل الکلی لدالة الهدف الذي يعطى بالمعادلة التالية : 


۳6,۶ ۱ df = x (x *) dx, + (°) x + -+ ) dx, 


٠‏ × تمثل النقطة الحدية» وتمثل (dx, , dx; , ... , dx,)‏ فة إزاحات مقبولة لا 
نهائية الصغر (infinitesimal)‏ حول النقطة *. 


المسائل المقيدة بمعادلاات E ie‏ 
لاحظ أن : 
(o, £Y) g(x')-0 , j-1,2,... m‏ 
أي أن القيود المعطاة محققة عند النقطة الحدية ء كما أن: 
* 11 
a | , 0 g.(X |‏ 
dx;=0 , j21,2,...,m‏ ارو (o, £Y) g(x + dx) = g;(x‏ 
i= X;‏ 
^ حيث ال ) dx = (dx,, dx, yos dx,‏ هو متجه الإزاحات ail‏ شبوله. تؤدی 
المعادلتان £Y)‏ ,0( , )£1 ,0( إلى مجموعة المعادلات التالية : 

















08 08 9g, - | 
Jx, dX, -+ Ox, dx, 1 T "T dx,, = 0 
| 08 9g, . 0g; 

(o, ££) کے‎ dx, کے‎ dx, + ... + کے‎ dx, =0 
de. de. 0 ۱ 
e dx, + I'm رے ےن‎ dx, = 0 
Ox; 0 5 OX, 

لاحظ أن جميع المشتقات الجزئية محسوبة عند النقطة الحدية X‏ لا تو جد 

أى فائدة من فئة التغيرات i212, n‏ , ;ل التى لا تحقق العادلات )££ ,0( 


لاتھا لا تحقق القیود الفروضة . يمكن حل العادلات )££ , 6) للتعبير عن 11 من 
التغيرات» على سبيل ا ثال m‏ الأولىء بدلالة المتغيرات ا تبقیة وبالتالی يكن إعادة 
كتابة العادلات )££ Co,‏ كما يلى : 


Il 


(0,£0) 


| 





تحتوي الحدود التي فی الطرف الأيمن من المعادلات )£0 (o,‏ على الازاحات 
المستقلة dX,‏ , ... , بى × + رہم AX‏ وبوضع أي قيم اختيارية غير صفرية لهذه 
التغیرات oj‏ قيم التغی ستقلة تعطى بالعادلات )£0 ,0(. 

يمكن حل هذه المعادلاات باستخدام قاعدة كرامر (Cramer's rule)‏ لجل 


مجموعة من المعادلات الخطية فنحصل على , dx‏ مثلاً كما يلي : 






























































١١ المسائل المقيدة بمعادلاات‎ 
1 08 ر08‎ 
^ OKs Ox, 
h 0g, dB, 
2 — Bx. OX 4 
08 م98‎ 
(o,£) d I o9x د‎ 
, | X, m ۱ e ۱ 
|. | 08 98 9g 
| 9X, OX, OX 4 
982 Og, Og, 
| Ox, 0 dX, 
Zm — Og. Og, 
OX, OX» OX4 
إن‎ 
0 dg. dg 
گے‎ L de و کک ہے‎ 
١ OX ii dx + | gx.» dX m+2 Ox, dx, 
(0,f£V) i-1.2,...i 


المحددة فی بسط المعادلة Co , ET‏ يكن كتابتها کالتالی : 





























n, 1و‎ 
OX» x x: 
OX4 | 93 
h- 0g» | ` 
00 A 2 
OX4 mE 9×. 
7 Og m 
x O£m O£ m 
OX 4 0 BE. 
98 0ه‎ 25 
0X2 OX 4 Xm 
(0, £A)|9? E x > 
OX; dx Ox, 
085 Bm 0g m 
0 0 | OX و‎ 





























Og | روہ‎ Ogi 08 
| 0 عبج‎ — OX2 2۳9 ۱ OX 
0 "n —— 5 2i 6g; 9g ; 0g» 
سح سے‎ Ei S E X mk OX ¬ OX 5 OR m 
ہ0985‎ Ogm ہ8‎ 08 
بسع‎ a s i. 


السائل القيدة بمعادلاات ۱۳ 


گن V‏ عن العادلة EA)‏ ,۵) بالصيغة : 














3 98 28 ہم 
OX» OX 4 OX O‏ 
T 08 081 ۱ 08‏ 
S1 5*2 :.... £m‏ ظ 00۳1+ oka C‏ — ^ 
ng 0X3 OX m = -= je 52 — |‏ 
X m‏ 4 و A5‏ و X2‏ و Xms]‏ 
h, 28m 98m ^ dBm‏ 
i OX 5 OX4 OX m‏ 


(0,0*) - [ 51 » £2 + “+, £m (0 ےہ‎ e ETS 
۱ ۱ Xn و سم 523 و‎ Km 


يكن كتابة العادلة Co , £O‏ كما يلى : 


TEER وا‎ crta ييا‎ 


E Ea. و وا‎ a 28 
X m+l و ےہ و 3 ; د‎ Am X و و‎ X2 E ۱ ۶۸ 


Em |‏ و ۰۰۰ ۱ 2 ' 51 j|‏ 
rasia‏ و و 53ا 


: E AE F 
1 ل ا ب الملل سس سس‎ H 
امه د یلا و سی اتج وکا‎ a دأ م ع اكوا‎ 


Bi + B2 وحم‎ Em 


+ لت الخ - إل‎ i, 
X | و‎ X5 و‎ dg 1 sAm X k+l E BERLI A m 


| د 8 . ہکا‎ €» Em 
| تشن‎ 


At e Aa ہلاو نو‎ 1 














ا یت و , ۶ ےی ا 


لاحظ أن للمعادلتين (۵,۵۱) و (۵,۵۲) قیماً موجودة إذا کان : 


yof‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


)۵ ,۵۳( z 0 





[x (E255 Em 


Xi ,م‎ X5 *» 4 yw 


بالتعویض من المعادلة (o , 0 Y)‏ فى المعادلة £Y)‏ ,0( : 


_ of J E1 ١ 82:“, Em 
| OX | | Xml Xa K3 و مه و‎ Am 

















5 of Jl 51 + 52 s=» Em 9 
OX 5 X ] mel $3 sAd و ےو‎ Am 

















۰ ول بو , 


ا وك د وهل Of‏ .| موب یوق ,ره of‏ 
X | * X5 MELLE Xn‏ در OX‏ ۹ و ل at^ ٩‏ و 4 X‏ 3 گی | 


] Bi ۱ £2 ۱ ۰۰ و‎ Bm 
Xi ۸۵ , Xm | 


of 21 , 8 y ۰۶۶ و‎ E i ۱ P Bi 5 82 و ی‎ gm | 
53 ظ‎ X "E Ks 




















ذکرنا سابقاً أن التغيرات uud dE ur sug iOS‏ که اف 2 
الصغر. لذلك تأخذ قيما صغيرة جداً وبالتالي يكون الشرط الضروری لوجود نقطة 
حدية عند * هو أن تختفی معاملات ,كلك , ... , وب , dXm‏ عند النقطة 
CX"‏ وبالتالي يكن الحصول على الشروط الضرورية بوضع : 


المسائل المقيدة ععادلات ١‏ 


9 تدك و s‏ و 2 :51 ot JH 1 | 2 c5 Em 9 of J‏ | 
جا Xa ms‏ ام تاد ولا پئھے ایگ عصرم وا ام dx, L‏ 


|a E mo. 


OX y X | E X^ و‎ 8 ۱ ۸ 








k ع‎ m+l 1042  ... . n 


لناظر للمتغير ,× مکان العمود الأول للمحددات المثلة في 





العادلات (۵۵ , ۰)۵ يكن إعادة LLS‏ العادلات )0,00( فتصبح : 








of IB : 52 و و‎ Em] 














AX- Ak Ki X3 و‎ X4 و‎ Xm P 
J E I ۶2 + ٠١ £m 4 1 
Xk »X1 5X2 ےر کاو روط و‎ e 
5 | 1 و ** و فى و‎ 
HL. E ا عكر ات آو‎ 
OX m 1 Xk + X | 7 X2 E 9 X m-l | 


k2m-1,m-42,...n 


۱۹ تقنیات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


يمكن كتابة العادلات )0 , ۵) بالطريقة المسطة التالة : 









































x x ê 3۴ 

OX, OX i OX»? OX n 

05 og 9g; 90g; 

OX, OX i OX 5 OX n 

082 0 9g» 9g; | 0 
Ox, Ox, Ox; ہہ‎ 

38. T 38٥ Og m ظ‎ 





k = 4+1 , 00+2, ... و‎ 0 


لاحظ أن المعادلات Co , oV)‏ والتي عددها n-m‏ تعطي الشروط الضرورية لوجود 
iha‏ حدية للدالة f(x)‏ نحت m‏ قيد مساواة 
cena.‏ و با e Jm‏ 20 (): ۵ . 


الشروط الکافية للمسألة العامة 

بحذف آول m‏ من التغیرات باستخدام m‏ من القیود الأولى» دالة الهدف ؟ 
معتمدة على التغیر ات المتبقية Xm « ۰ Xn‏ ربمم ۔ باستخدام مفكوك متسلسلة 
تایلور (Taylor)‏ للدالة أ بدلالة هذه التغیرات حول النقطة الحدية *× الذی یعطی 
کالتالی : 


السائل القيدة بمعادلات ۱۷ 


f(x 4d) f(x s Y | - 2n 
X; 


I-m- 1 





(0,04) «ví 22 ۱ 
i + ES E 9 1 dx ; dx * us 
2! i-m«1 jem«1| OX, OX; 


حیث ترمز E‏ الجزئية بالنسبة للمتغير x,‏ (مع الاحتفاظ بالمتغيرات 
OX; g |‏ ۱ 


5 ت کت‎ A - Iš پ‎ | 
یسمح للمتغيرات‎ CASU X m«1 sX رب‎ $ sss X: 1 ` 


X AX 


I+] A د‎ ۰۰0 A 








E | والمشتقة الحزئية الثانية‎ cg; (x ^b dx) < 0 ,[ 1, 2, ... 





تستخدم فی تعریف معنی مشابه لا سیق تمريقه بالنسبة للمشتقة الاولی. 


مثال )0,1( 
نفرض آننا نود تصغیر الدالة : 
f(x) = f(X, Xz ,X3)‏ 
تحت القيد التالى : 


E(x) =x + 5 + x3 - 8 =0 


التوضيح 
حيث إن 123 و m=]‏ فیمکن التفكير قی اختیار أي m‏ من المتغيرات ولیکن 
X |‏ سے قير 3 es‏ التغیرات 1-١‏ هي X3‏ و 4 X‏ مستقله. على سبيل 


ii| تقنيات الأمثلية فى البر مجة غير‎ ١ 


المثال. المشتقة الحزئية المقيدة | A‏ 
و | Ox,‏ 


الاحتفاظ بالتغیر الستقل و × ثابتا) وفي الوقت نفسه نسمح للمتغیر ,5 بالتغیر حول 
النقطة * X‏ بحيث يتحقق الشرط 0 - «gi (x)‏ يشرتب على ذلك أن dx,‏ یکن 
اختيارها لکی تتحقق العلاقة 


(x ')dx, zx ) dx; zx ) وين‎ - 0 





| تعنی معدل تغیر الدالة أ بالنسبة إلى ex‏ 





(0,05) gx «dx)e g (x) + 3 


أى أن : 
2xjdx, > 0‏ + ,عل 2 
حيث إن 0<( g(x‏ عند النقطة الثلی و 0 = X4) dx,‏ ثابتة). 


EM 31 ۳‏ | 
ا | لجميع قيم1 حيث2 , ... , 0+2 , m-«l‏ = | 
وذلك لان جميع التغيرات dx,‏ التي تظهر فی المعادلة 0A)‏ ,0( مستقلة» ولذلك فان 


(0,1*) t3 =0 . i= m+l ,m+2,...,0 
|! Ig 


usc‏ إثبات أن المعادلات (o, Ve)‏ هی نفسها العادلات oV)‏ ,۰6۵ کمافی 
حالة البرمجة غير المقيدة دات التغیرات تسده التي سبقت دراستها في الفصل 


الرابع . يمكن إيجاد الشرط الكافي لكي تکون * نهاية صغری 3D‏ کبری) cd‏ 
والصيغة التربيعية من في هذه ا حالف تعرف بالعادلة: 


۷,9 ف‎ Y ES: Ox; | 


i=m+] j-m-l 


گرد عوبر ped GU‏ لز ات لقيم #0 dx.‏ 


DUM X3 بجعت‎ acm st 





جح" 








السائل المقيدة ععادلات ۱6۹ 








07× m i 0 02-2 0+۸2 i | Ox mai OX n i 
0 ^f 03 | a ^f 
OX m«20X m+ | : OX nii i ۱ Ox m+20X n i 
0x n OX m+ l ۳ OX n OX m+2 0× ۱ Í 
موجبة (سالبة) لكل الاختيارات لقيم‎ Q تكون مؤكدة الا یجاب ( السلبية) لكى تكون‎ 
.dx ; 
)۵ ,۷( JU 
: أوجد القيمة الصغری للدالة‎ 
۱ ۱ ۱ | 7 ^) ?) 7 
)6,55( روز + در + ٹیا و وت‎ 
: تحت القیدین‎ 
(0,W) gi(y) -y, + و2۷‎ + 3۷ +5۷ - 10-0 
(0,16) (لادع‎ = yit ya t ولد‎ t 6y,- 15-0 


الحل 

يمكن حل هذه المسألة يتطبيق الشروط الضرورية المعطاة بالمعادلة  )٥,(‏ 
n=4 ¿>‏ وو m-2‏ لذا يلزم اختيار متغيرين مستقلين . سوف نوضح آولا أن أي فئة 
اختيارية من المتغيرات لا يكن اختيارها كمتغيرات مستقلة » حيث إن باقى المتغيرات 


١‏ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 
uz)‏ المستقلة) يجب أن تحقق المعادلة (۵۳ , ۵). 

باستخدام مسميات المتغيرات في العادلات من (57 Co,‏ إلى )0,16( 
رض رش آن التغیرات الس ت قلقي ولا > وو x, =y,‏ لذافإن 
رلا < Xi‏ و ولا < و× غير مستقلة وبالتالي» فان الیعقوبیة OY)‏ ,0( تصبح: 

















9g, O8, 
Jy, Oy, | 2 
1 81-82 |- 7 - 0 
*1:*2/ dg 0g;| |1 2 
03 dy; | 


وبالتالي فإنه لا يكن تطبيق الشرط الضروري المعطى بالعادلات oV)‏ ,0( . لنختار 
فئه من المتغيرات المستقلة مختلفة عن الفئة السابقة. ولتكن ولا 7 X3‏ و X47 y4‏ 
تغيرات مستقلة وبالتالي فان ,لا > × و ولا - X,‏ متغيرات غير مستقلة . فتصبح 
المعادلة اليعقوبية (۵۳ , ۵) کمایلی : 




















| og, 9g, 
و‎ 5 2220 
X1 X2 dS» 9g; 1 5 
dy, dy 3 


ولمثل هذا الاختيار يمكن تطبيق المعادلات 0V)‏ ,0( » بوضع 3 = m+‏ = ) نحصل 


السائل القيدة بعادلات ۱۱ 




















f 9t f 

OX, 0y, 0y 3 

Yi 
9g, 9g, 9g, 

0X 9y, y; 1 ١ 
و08‎ 0g; 08 | 
Ox, dy, 93 





(0,109) -y,(5-3)- y,(10-6)*y ,(2-2)22y ,-4y , > 0 
: نحصل على المعادلة الثانية‎ k= 1 + 2 << 4 وبوضع‎ 












































01 01 of 01 01 
OX, | Ox, 07 OY, Oy; 
Ya Yı Y3 
9g; OB, | | OE, OE, 9g, ٠۰ ظ‎ 
OX, 0X2 | E dY 4 Oy, dy 4 7 7 
9g; d8» 9g; og, dB, ۴ * ٩ 
07× OX; dy, Oy, dy; | 


= y 4(5-3) - y,(25-18) + y, (5-6) 
(o, v) "y. cy لات ولا-‎ 


وهما الشرطان الضروریان لكى تكون للدالة أ قيمة صغرى أو قيمة عظمى كما يلى : 


)۵ V) 





بالتعویض من العادلات Co , W)‏ فى معادلتی القید )0,0( )0,16( نحصل 


91 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


-15y, + 16۷ > 15 


والتي نحصل منها على الحل الأمثل كما يلى : 


ET‏ کت اے و مو کی ن0 
7 ۰ 74 131 ۱72 ۰۲2۰3۰۲4 ۷۱ 


ولمعرفة ما إذا كان للدالة f(y)‏ قيمة صغری أو کبری عند النقطة *۷ ۰ أي 
لتحدید نوع النهاية عندها نطبق الشرط الکافی للتحقق فیما إذا كانت المصفوفة التالية 
مؤكدة الایجاب (أو السلبیة) . 














Nr ۱ f Qf 
OX 4 OX , 0۷ Jy , dy, 
ا رق‎ 02 9٤ 
| ox? 5 dy, لا0 را0‎ 4 y-y 
| 0 
10 1| 
: الفرعية الرئيسة هی‎ ERI وقيم المحددات‎ 
i1 0 
ERES Je 
0 1| 





أى أن المصفوفة مؤكدة الایچاب عند النقطة * c y‏ وهذا یعنی آن للدالة نهاية صغرى 


عند هده النقطة وشيمتها : 
5 سر ون دق ۲0۷ 


المسائل المقيدة بمعادلاات 
مثال (۸ , ۵) 
أوجد القيمة الصغری للدالة : 
(x)= 5 + + 3‏ 
=X - < = 0‏ (*51)0 
go(X) = X - X9 +X - 1-0‏ 


۱ ل 
فحن حل هذه JU. A‏ = لب 





1۳ 


(0,1A) 


(0,14) 


(0,V*) 


ى الشروط الضرورية المعطاة بالعادلات «(o ,0V)‏ 


حيث 7-3 و e m=2‏ لذا يلزم اختيار f" (n-m-l)‏ مستقل وليكن «X4‏ وتكون 


التغیر ات غير الستقله هی ,کو OX‏ 
العادلة اليعقوبية (۵۳ , ۵) فى هذه الحالة هي : 
0g, 9g,‏ | 











. )۵ , 0v) یکن تطبیق العادلات‎ oV, 
نحصل على العادلة الأولى والأخيرة‎ k = mel = 3 بوضع‎ 


٦‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 











of df 
OX, | OX, 
بخ‎ i پا‎ 
0g, 8۱ 
Ox, Ok =0 3 اہ‎ 
| ۱ 1 1 
0g, dB» 
OX, ۱ 





x4 (121) -x )0+1( + x (0-1)‏ = 
(0,VY) -2x,-X,-x,-0‏ 
تعطي المعادلة )* Co , V‏ الشرط الضروري لکی يكون للدالة (X)‏ قيمة صغرى أو 
عظمی . من المعادلتين (۵,۷۰) و (۵,۷۱) نحصل على ج = » ومن المعادلتين 
V5 (0,1)‏ نحصل على ج = 5< = ]۰ وبالتالي تكون النقطة الحدية 


(x) X. x -[5 ۳۹‏ 
هي | جر چ کچھ زوا رہ را 


ودلك ععرفة ما إذا كانت المصفوفة التالية مق كدة الایجاب (أو السلمية)» فتجد أن : 


22۶۱ | 921 
I: ۱ ۱ "à 











| سی 
OX;‏ 


وحيث إن محددة هذه الصفو فة ] = | 1 | فإنها مؤكدة الإيجاب وبالتالى 


1 1 | 1 . MEN 
ہی وسی حت | ےم چ ہے ا‎ ed POME تکه‎ 
E 3 x] 6 عبد دي‎ CS pha Sap تكون‎ 


حصلنا على النتيجة نفسهاء وتنطبق نفس الملاحظة المذكورة فى نهاية المثال Y)‏ ,۳) 


المسائل المقيدة بمعادلاات 0 ١‏ 


على هذا المشال أيضاًء وفیهالابد ألا تکون نقطة الأصل (0 , 0 , 0) هي النهاية 
الصغرى كما توحی بذلك دالة الهدف. لان هذا الحل لن يحقق القيد (۵,۷۰) برغم 
نحقيقه القيد )0,14( . 


تبدو طريقة تغيير القيود بسيطة من الوجهة النظرية» إلا أن لها صعوبتها من 
الناحية التطبيقية للأسباب التالية : 

۱- تتطلب الشروط الضرورية حساب سحلعات من الرتبة 7+1 وقد لا 
یکون ذلك سهلاً مع كبر قيمة 77 . 

x y Mà تتطلب الشروط الکافية حاب ال قات الثانية‎ - Y 





df |‏ 
و | OX; OXi‏ 
لهذه الاسباب سوف نناقش طريقة مضاریب لا جرانچ في البند التالي. وهی 


طريقة شائعة الاستخدام فى حل السائل متعددة ا تغیرات ذات قیود على هيئة ( أو 
صبغة) معاد لات . 


)٥٤(‏ طريقة مضاريب لاجرانح 

فی طريقة التعويض المباشر كنا نتخلص من M‏ من المتغيرات في دالة الهدف 
يمساعدة 17 من معادلات القیودء فتتحول المسألة di‏ رش iba e‏ فی عدد 
2-0 من التغيرات المستقلة. أما فى طريقة مضصاریب لا جرانج "Lagrange‏ 
multipliers)”‏ التي ندرسها فى هذا البند» فتتم إضافة متغير واحد مناظر لكل قيد A‏ 
أنه إذا کان للمسألة الأصلية n‏ من المتغيرات و m‏ من معادلات القيود» عندئد يصبح 
العدد النهائى للمجاهيل (0+00). سوف نلاحظ أن طريقة ا حل تكون أبسط بإضافة 


۱۹ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


التغیرات الجديدة. لتوضیح خطوات هذه الطريقة» سوف نعطی فى البداية مشالا 
بسيطأ بمتغيرين وقید واحد. ثم نتدرج إلى مناقشة السألة العامة التی تتکون من 9 مره 


السائل بمتغيرين وقید واحد 
لیکن لدینا مسألة تصغیر الدالة : 
Z= f(x, , X2)‏ )0,۷۲( 
نحت القید : 
(o,VY) g(x, , x2) =0‏ 
لقد ناقشنا هذه المسألة من قبل في البند (۳, ۵) ووجدنا أن الشرط الضروری 
لکی توجد نقطة طرفية عند x = X*‏ هو : 


-0 12 


af 000 وم‎ 
)۵ ,۷( | E 


0x, ۱ 09/02 OX, 8 ۲ x 
: بتعريف كمية ولتكن | ود نسمى مضروب لاجرانچ بالصيغة‎ 
| | 01/0 | 
۱9/۵ | (x; ,x3] 
: بالصيغة التالية‎ (0, V£) العادلة‎ AUS عندئد يمكن‎ 


Uf ور‎ 28 | 
Ox, 5 OX | [xi x5] 


(o, Vo) 





(o,V) 


سس 








(ovy) E +À x 


بالإضافة إلى ذلك فإن شرط المساواة يتحقق عند النقطة الطرفية» أى أن : 


)۵ , VA) داع‎ x5] - 0 


المسائل المقيدة بمعادلاات PV‏ 
x; , X5]‏ نقطة طرفية أو حدية . 
og‏ 


يلاحظ أن الشتقة الجزئية گے عند النقطة x2]‏ , ×) يجب أن تكون غير 
2 


صفرية حتى يمكن تعريف |ء ويمكن اشتقاق الشروط الضرورية المعطاة 
بالمعادلات(۷1, VA) - )٥‏ ,0( بتكوين دالة L‏ العروفة بدالة لاجرانج حيث 

(o, V4) Lx, s Ra 7 يلاه‎ xs) +2 (xi , xs) 
فإذا ساوینا الشتقات الجزئية لدالة لاجرانج بالنسبة إلى جميع المتغي‎ 
- (o, VO بالصفرء فإنه یکن الحصول على الشروط الضرورية العطاة بالمعادلات‎ 
كمايلى:‎ Co, VA) 





(۸۰,ه) 





والتی تتحقق عند النقطة الطرفية او ۳۹ 


سوف نعطى فيما بعد الشروط الكافية للتأكد من تحقيق ا حل لمتطلبات المسألة 
في الصيغة العامة . ۱ 
۱ 
JU‏ 0,4( 
او جد القيمة الضغر ی للدالة : 


١7‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


12a) = 2 e)‏ ع 


لحل هذه JUI‏ نكون دالة لاجرانح وهی : 
f(x , X2) +À ۱ , X2)‏ = ا , Lx,‏ 


(x, - 2)? + (x - 2)? + Mx, + X2 - 6)‏ 
الشروط الضرورية لتصغير الدالة تعطی بالعلاقات التالة: 


dL 
(0,۸1) 3 = 2), -2( +۸ =0 








oL 

(0, AY) .22[x,-2] 42420 
2 Lap) 

(o AY) رك‎ 


+x, -6=0‏ را تھے — 
02 


وبحذف 2 من ا معادلتین (۵,۸۱) و AY)‏ , 6( نحصل على : 
وھ - 4 ع 4-2x,‏ 


والتى منها نحصل على : 


Ls 


d 
X, — X5 


وبالتعویض فی المعادلة CO , AY)‏ نحصل على : 


à * 


ملا حظة 
وتنطبق نفس الملاحظة المذكورة فى نهاية A) JUI‏ , 0( على هذا JUI‏ أيضاً 


المسائل القيدة ععادلات ۱۹۹ 


وفیها لابد ألا تکون نقطة الأصل (0 , 0 , 0) النهاية الصغری كما توحي بذلك دالة 
الهدف . 


يكن تعمیم الشروط (0,۸۰) لی تناسب االة العامة الى یکون بها n‏ 
متغیر 0 من معادلات القيود. ويمكن صياغة النتيجة فی النظرية التالية : 


نظرية (۱ , ۵) 
الشرط الضروري لکی یکسون لس لدالة f(x)‏ مت القيود 
طح gx) 20, [ > y‏ نهاية صغری نسبية عند النقطة X^‏ 
هو آن ال دة اتال ية الاولی لدالء Lol Y‏ 


T , ۸2 0+۰ Am) e‏ مو .... و 62 , ,]| بالئسبء للم رکبات 


X4 6X5 y و سس‎ Xg led قن و‎ yo, Aq Arguments )L a 





البرهان 
إذا كانت * × هی النقطة التى تأخذ عندها الدالة نهاية صغرى مشروطة فان 
df‏ يجب أن تساوى صفراً عند النقطة ا أي أن : 
2f‏ + ہن df‏ 
Ox;‏ ۱ 


df 
dx 





0 
dx, +... + Ax X, 


n 


(0, A£) 


نلاحظ أن كلا من الم 27 ات الجزئية فى العلاقة ,۸٤(‏ 6( تساوي صفراً في 
حالة حسابها عند النقطة * × وأن (i21,2,...,n) dx;‏ إزاح ات مقبولة 


۱۷۰ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 


(admissible variations)‏ حول النقطة * گل یجب Ob‏ تحقق فئة الازاحات المقبولة 


g(x' + dx) sx) Y ا‎ dx; > 0 
)۵ , ۸۵( ۲ ٭‎ Ou sss" 


ex") 20, j-1,2,.,m Üj c,‏ ودلك عند النقطة الحدية فان 
المعادلات A9)‏ ,0( تصبح : 


0 و مرك و1 j=‏ ,0- ۶ ار نر A1)‏ ,0( 


Xi 


بضرب كل من هذه العادلات في ثابت ^ VNDC:‏ 
كهية cdL‏ بالصغة: 





dL = df + 7 XE M dx, 
j=l i-l ^ 





کن وضع المعادلة الأخيرة فى الصيغة التالية : 


BI x. ۱ m 3a. E 
(o , AV) als رز‎ 9t © و5(‎ 20] dx; = 0 
|j ۱ Fi OR; 
يجب أن تساوي الصفر لكل الإزاحات المقبولة حيث إنها‎ dL لاحظ أن الكمية‎ 


n +‏ 
| ×08 
القدار df-0‏ . و القدار dx, = 0, ] = l, ۷ — m‏ اا 2 لوجود عدد 


7 من الشروط. لذا فانه ose‏ اختیار ١-۳‏ من التغیرات المستقلةء بفرض أن 


. هی فئة التغیرات غير المستقلة‎ × , ×2 ۰۰۰ Xi 
بحیث إن العاملات (التى عددها‎ kol 91,2, TI) الآن نختار قيم‎ 


المسائل المقيدة بمعادلاات ۱۷۱ 


: تصبح صفرا لهذا تعرف :۸ بالمعادلة‎ dx; ) <1 , 2, ات بها و‎ xm 


of E dg; l 
A۸ ہہے: :چا‎ = 0, [1 - [, 2..... 2 
VAM OX. + 2. A 0x; J m 


تحتوی المعادلة AV)‏ ,0( على التغيرات dx,‏ ... , وبمك , dX mii‏ والتي تناظر 
التغیرات غير المستقلة ےہ ء و + رہے×: لاحظ آنه یکن اختیار قیم غير 
صفرية لهذه التغیرات وحيث إن 01 يجب أن تختفي لكل الاختيارات لقيم 
dx,‏ « ۰ > مب , ربوركتك > فان معاملات كل هذه التغیرات يجب أن تنتهي 


ویکون : 


PT. i de. 
(6 AS) ...و 2 و 070+1 > ل , 0 روت‎ , 


0x; ۱ 0x; 
: افترضنا من هذه الناقشة أن القيو د محققة عند النقطة الحدية» أى أن‎ 
(0,4*) "دارع‎ t 0 , j-1,2,..,m 


يمكن اشتقاق العادلات ٩۰( - )۵ , AA)‏ ,0( ببناء دالة لاجرانح حیث : 


L(x, à) = f(x (+ 2, ^; g;(x) 
: وحيث إل‎ 
واي ای چا سا‎ 
تساوي‎ (arguments) بالنسبة إلى مركباتها‎ L تم وضع المشتقات الجزئية الأولى للدالة‎ 
التى تعبر عن القيود‎ (0,4) - (0, AA) صغرأفإننانحصل على المعادلات‎ 
| X" عند‎ f(x) الضرورية لنهاية صغرى نسبية للدالة‎ 


الشروط الكافية للمسألة العامة 
نقدم فيما يلى نظرية عن الشروط الكافية للمسألة العامة لكي يكون للدالة 


X ” صفری مقروطة عرد‎ le f(x) 


المسائل المقيدة بمعادلاات ۱۷۱ 


: تصبح صفرا لهذا تعرف :۸ بالمعادلة‎ dx; ) <1 , 2, ات بها و‎ xm 


of E dg; l 
A۸ ہہے: :چا‎ = 0, [1 - [, 2..... 2 
VAM OX. + 2. A 0x; J m 


تحتوی المعادلة AV)‏ ,0( على التغيرات dx,‏ ... , وبمك , dX mii‏ والتي تناظر 
التغیرات غير المستقلة ےہ ء و + رہے×: لاحظ آنه یکن اختیار قیم غير 
صفرية لهذه التغیرات وحيث إن 01 يجب أن تختفي لكل الاختيارات لقيم 
dx,‏ « ۰ > مب , ربوركتك > فان معاملات كل هذه التغیرات يجب أن تنتهي 


ویکون : 


PT. i de. 
(6 AS) ...و 2 و 070+1 > ل , 0 روت‎ , 


0x; ۱ 0x; 
: افترضنا من هذه الناقشة أن القيو د محققة عند النقطة الحدية» أى أن‎ 
(0,4*) "دارع‎ t 0 , j-1,2,..,m 


يمكن اشتقاق العادلات ٩۰( - )۵ , AA)‏ ,0( ببناء دالة لاجرانح حیث : 


L(x, à) = f(x (+ 2, ^; g;(x) 
: وحيث إل‎ 
واي ای چا سا‎ 
تساوي‎ (arguments) بالنسبة إلى مركباتها‎ L تم وضع المشتقات الجزئية الأولى للدالة‎ 
التى تعبر عن القيود‎ (0,4) - (0, AA) صغرأفإننانحصل على المعادلات‎ 
| X" عند‎ f(x) الضرورية لنهاية صغرى نسبية للدالة‎ 


الشروط الكافية للمسألة العامة 
نقدم فيما يلى نظرية عن الشروط الكافية للمسألة العامة لكي يكون للدالة 


X ” صفری مقروطة عرد‎ le f(x) 


١‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
نظرية (۲ , ۵) 

الشروط الكافية للدالة f(X)‏ لکی یکون لها نهاية صغری نسبية عند * X‏ هو أن 
تكون : 


eet da Y YE oan as, 
i=l j=l 0X; OX; 1 j 


والمحسوبة عند النقطة X 5 ex‏ مؤكدة موجبة لكل قيم × ك . 


البرهان 
دالة لاجرانج لهذه المسألة ھی : 
(عارع نه يق + dx A )= (x)‏ )6,4( 
فإذا كانت ٭ X‏ نقطة حدية للدالة (۴)۸ فإنه يجب أن تتحقق جميع الشروط : 
e[x*) - 0 . Jmll;‏ 
فإذا كانت d x‏ متجه التغيرات المقبولة حول النقطة X‏ > فان النقطة x* + dx‏ 
يجب أن حقق الشروط العطاة ولهذا فان : 


)۵ 61 g(x” + ax] - 0 پو دا .1 در‎ 0 
: تودی إلى أن‎ (6,48) - ) 6 , ٩۲( العادلات‎ 
(0,40) L(x + 0 , 8 Lx" : A] = t(x + dx) Nx) 


وحیث إن X‏ نهاية صغرى نسبية مشروطة للدالة fQ)‏ فإن: 
f(x" + dx) - f(x ) >0‏ 0,4( 
نؤدي المعادلتان )40 ,0( و 4 (Co,‏ إلى العلاقة : 
(o , ٩۷( L(x + dx ,A]- Llx' .2[ 0‏ 


المسائل القيدة بمعادلاات ۱۷۳۳ 


يعطى مفكوك متسلسلة (Taylor) y Le‏ للدالة حول hiji‏ 





x^‏ (باعتبار | ثابت) 








: بالصيغة‎ 
LIx + 0,2 - Lx" (+ Ekal, Qs dx; 
(0, 4A) سا پت‎ 92۴,۸ 
2. 2 0X Ox, X = ۷ TP bd 
0< 6 > [ 


للنقطة ۴× ء فان إشارة الحد الأخير من العلاقة 4A)‏ ,6( : 





dx; dx, 


X=x + 0 dx 


سوف تکون هی إشارة احخد : 


A 42 
2 لبج رم‎ z Aid, 


i=] j=l 1‏ 
نفسها ولکل التغیرات الصغيرة المقبولة 0 de,‏ ذلك فانه لتتحقيق المعادلة 
(۹, ۵) يجب أن تکون القيمة : 


= prm. AD x ۳ ' ,۸( dx, dx, <0 


i=] j=l] 


mp , m) dx, لكل التغيرات المقبولة‎ 


وفيما يلى نورد مجموعه من الملاحظات : 


۱۷ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


ادا كانت : 


J L M | -— 
o- کس نژ‎ U .2[ dx; dx; <0 


سالبة لكل الاختيارات للتغيرات المقبولة dX;‏ فان X^‏ سوف تكون نقطة نهاية 
عظمى مشروطة للدالة (×)1. 


(Y) ملاحظة‎ 

لكي تكون الشروط الضرورية للصيغة التربيعية Q‏ والمعرفة بالمعادلة (48 , ۵) 

موجبة (سالبة) محددة لكل التغيرات المقبولة× d‏ يجب أن يكون كل جذر 7 
لكثيرة الحدود المعرفة بالمعادلة المحددية التالية موجباً (سالياً) : 


(Li -Z) وربا‎ Lm Li; 2۱۱ 82 
La (L22-Z) La La 85123 82 
(o q4) L; مسا‎ Ls Po. (L n2) S Be دا ع‎ 
Sll 8۶۸۱2 Bi ۰ E In 0 0 
82 822 £23 8, 0 0 
Sml Sm? Emi: ٠ ٠ Smn 0 0 





(0,Y**) 7۳۳ la" لق‎ 


السائل القيدة بمعادلاات ۱۷۵ 


: ol» 
x) 


E TX.‏ سے 
j‏ 


انظر هانكوك )1960 (Hancock‏ . 


(Y) ملاحظة‎ 

بعد فك المحددة )44 ,0( نحصل على كثيرة حدود من اروا ھا ادا کان 
بعض جذور العادلة الناتجة سالباً وبعضها الآخر موجبا فان النقطة ”© لت Aa‏ 
T‏ 


سوف نوضح فيما يلي تطبيقات الشروط الضرورية الكافية لطريقة مضاريب 
لاجرانج باستخدام بعض الأمثلة . 


مثال (۱۰ , ۵) 
آوجد النقطة التی تأخذ عندها الدالة : 
| 
(x) = < [xi -XjXi 3‏ 
قیمة صغر ی تحت الشر و ط : 
X | - X5 = )(‏ 


الحل 


L(x; + و۶‎ , X3) = ; x +X +x; ۱+۸ (X; - Xj) 


+22 (X; +X» + چا‎ - 1) 


۱۷۹ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


فان الشروط الضرورية لایجاد القيمة الصغری للدالة dass f‏ بالعلاقات : 
0= و7۸ + =X; +À‏ — (۵,۱۰۲) 





(o, ۱۰۳( 
)۵ ہے رک‎ =X, +۸2 =0 
)۵ و‎ \*0) —— =x; -X= 





( ۱۰ ,0( 
ت07 


بحل المعادلاات Ul )ه,٠١57(-)هرآ٠ Y)‏ نحصل على : 


| 1 نے ٠‏ 
جح - = و 0 < ۸۱ , سیف 
1 


T A T 
(0,44) وذلك بإيجاد عناصر المحددة‎ 





























2۲ | 2 : 
a = i i Lam. - * | -9 
01 وو ھا‎ 0 0X2 (x ;& 1 

2 2 
"mE ۱ نہ رر اد‎ 7 7 = 0 
OX, 0X3 [(x*. a) 0X2 OX, |(x*. A") 
2 2 
رہہ‎ "n "i, یا‎ e To 
9X5 |(x', a") 0x2 0X3 L(x* 5.) 
5 001 -h _ 9L 4D 
Legg چ‎ " y رونل‎ ۳ E^ T 
" 8x3 0x, |)" 5و‎ 9x4 Ox» [(x*.a.*) 








المسائل المقيدة ععادلات ۷۷ 





























E"‏ ا 
s ۴ >‏ 2 3 — 83 
(x wt |‏ کے 
9g ,‏ ظ 08 
سا سے ما و A a wd x.‏ وو 
* رٹ *..| ox,‏ 
Og | de‏ 
[ -= 3 - روچ , 0 عه £13 
فى Ox,‏ ۶ اوہ ^ 
08 08 
B2) 7 = ] pg T = zl‏ 
dx 5 e OX 4 p‏ 
وبالتالى تأخذ المحددة )44 )٥‏ الصيغة التالية : 
d]‏ ا 0 0 
]1 1- 0 ,1-2 
(0,Y*V) 0 l-z 0 1| - 0‏ 





وبمك المحددة فى الطرف JI‏ نحصل على المعادلة : 


0 - 7 - ] 
وهذا يعطى : 


Z=] 
والتی حصلنا عليها تناظر نهاية‎ [x1 , × , <5 [ وحيث إن قيمة 7 موجبة فان النقطة‎ 


صغرى للدالة . 


۷۸ تقثيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


(0,YY) JU 
: أوجد القيمة الصغرى للدالة‎ 
f(x)= (xi-3) + (x2 - 4 
: غیت القيل‎ 


7 > رو + 2 


الحل 
لاحظ أن دالة gom‏ لهذا المثال ھی : 
AJ = (x; - 3)? + (x; - 4(۶ +2 + -7)‏ گان L(x,‏ 


وهده تعطی الشروط الضرورية 3S y‏ القيمة الصغرى بالمعادلاات AJUJI‏ : 
1 








)۵ 2A) کے‎ -2[x, -3) + 2۸ =0 

dL. , 

(0,Y1*4) = 2) -د‎ 4( + =0 
OX j 

)۵ 11 9L 2x, ع‎ E, 
07 


وبحل العادلات Y A)‏ ,0( - 2 ,0( نحصل على : 


A --12,x; -234,xj - 1.8 


(0, Y* A) 


لعرفة ما l5]‏ كان هذا الحل مناظراً للقيمة الصغرى للدالة ۴ نبحث الشرط 


الکافی تک آن : 


المسائل القيدة بمعادلات ۱۷۹ 




















23] م اكاد‎ 
OX | (x .X | 0X, Ox, (x^, ) 
oL dL | 
EDU A RS S + * Y i i 2 a + & | 1 2 
9X» OX, |), ( 9X5 [(x'. a") 
0 ظ‎ 08 
,ره‎ = — "Ad. سم وھ‎ -] 
OX, |, Ox, ا‎ 
: وبالتالى تأخذ الحددة )44 , 0( الصيغة‎ 
2-z O0 2 
)8۹( 0 2-7 1|=0 
2 | 0 
: على المعادلة التالية‎ | Lao وبإيجاد قيمة المحددة‎ 
32 56-0 
1 : أن‎ ad ومنها‎ 
2 - 2 
تناظر نهاية‎ (xi , x5] = )1.83 , 3.4) أي أن قيمة2 موجبة. ولذا فان النقطة‎ 
. صغرى للداله‎ 
(5,11) di 


أوجد نقطة على السطح : 


2 X 2 
XI + 2X5 - 23 - 1 =0 


۱۸۰ تقنیات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 

احل 

إحدثيات أي نقطة على السطح هي )3 کے [Xi h‏ . بفرض أن 
(و× , f(x, , X2‏ تمثل مربع المسافة بين أي نقطة على السطح ونقطة الأصل» فتأخذ 
المسألة الصيغة الرياضية وهی إيجاد القيمة الصغرى للدالة : 





(0, YYY) f(x, ول و‎ , x3)m xi + x2 xi 
: تحت القید‎ 
(0, ۱۱۳( g(X, X2, X4) =X + 205 - 5 -1 =0 
: بتکوین دالة لاجرانچ‎ 


x a) ux +x +x3 (xt + 2x8 -x3 -1( 








(0, YY£) x 2X, *2Àx, =0 
(0,YY0) aL = 2X, + 4Àx, = 0 
OX» 
dL 
(6, YY'U دم‎ —2X4-2Àx4 20 
0X4 i : 
(0,YYV) LOPE ہے و و ایسے‎ 
0۸ 


من المعادلة UO‏ ,۵) نجد أن 3-1 وبالتعويض عن قيمة 1 فی المعادلتين VE)‏ ,0( 
و(۵,۱۵) x, <<, -0 ol‏ وبالتعويض عن 0 - x, 2x5‏ فى المعادلة 
(۵,۱۱۷) ند آن ےہ بع ای أن ۹-1 x, m‏ وهذا غير مکن» وبالتالی فان 
ا حل غير مکن. أي أن أي حل يجب أن يحتوي على 0= و× . 

إذا كانت #0 × ۰ فمن المعادلة ١5(‏ ,0( نحصل على 1--1 ومن المعادلتين 
YY0)‏ ,۵) و La 5 (9, YV0‏ على 0= x34‏ - و×. ومن المعادلة(5١١,0)‏ 
وبالتعويض عن 0 = و× = x;‏ تحصل على 1+ = ,ای أن النقطتین (1,0,0+) 


المسائل المقيدة بمعادلاات JAY‏ 
تحققان مجموعةالمعادلات (۱۱ ,0( - )٥۱۱۷(‏ . والان |ذا كانت X40‏ 
فمن المعادلة (o, Yo)‏ نجد أن < = ۸ ء وبالتعويض في المعادلتين (۵,۱۱4) 


x, 7x420 و(۵,۱۱) دان‎ 


ثم بالتتعويض فی المعادلة (۱۱۷ ,0( د أن 5+- X5‏ وهذا يعنى أنه 


يوجد حلان أخران هما t D‏ ,0 


[0 ¥ 





-(o, ۱ ££) يحققانالشروط‎ 


ولعرفة أى من هذه النقط يكون للدالة f(x)‏ عندها قيمة صغرى تحسب قيم 
YYA) ])+1 , 0 , 0( =1‏ ,0( 


|] | ] 
U; 2 7 ۱ E: 


من المعادلتين السابقتين تحد أن للدالة قيمة صغری عند النقطتین O, E o)‏ 


1 


(6. 119) f 








È 
=E | 


اليد 


1 


وللتأكد من ذلك نستخدم الشرط الکافی : 


ہے لف انار ون لتق 1,21 و EM‏ او 
Ox , 0x, 5 0X, Ox,‏ ظ 0 ظ 

7 2 A] را کا رن‎ IA 
| Ox, Ox, ox 5 Ox , ۵۰ 

TEE A") TAM olx و اه‎ ۹ Li ہے گی‎ 


YAY‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


95 عو‎ m _ Q(x) ) 


ےت 


5 ag, Ix ( 


zt‏ 3 ۳ ا 
X |‏ 


> جرع , 0 ع 





وبالتالى تأخذ المحددة (44 , ۵) الصغة : 
0 0 


(0, YY*) 








وبمك الحدد(۱۳۰ , ۵) نحصل على المعادلة 
XY Y) (3-z)(1-z)20‏ .0( 


ومنها LÊ‏ آن z=]‏ أو 2-3 أي أن قيم 2 موجبة ولذافإنالحل o)‏ + ۱ 0 
یعطی ق فيمةصغرى مه مقدارها ل - |0, < ,0 
l‏ | 1 | 1 ]3 ہے D Y A | =a‏ 


مربع المسافة بينهما وبين نقطة الأصل أصغر ما يمكن . 








)0,0( ارين 
استخدم الطريقة المناسبة فی إيجاد حل المسائل الآتية : 
= لدينا علبة أسطوانية (لها قاعدة وغطاء) مصنوعة من قشرة معدنیة . الطلوب 


-Y 


t 


السائل القيدة معادلات ۱۸۳ 


إيجاد أبعاد هذه العلبة التي تجعل حجمها آکبر ما يكن بحیث تکون مساحة 
السطح الكلى لها ۰240 حبث إن p222/7‏ . 
أوجد القيمة الصغرى لدالة الهدف التالية : 

f(x, , X2) - t . 2)? + [x - 2)? 


: نت القيد‎ 
X; +X, =6 


عين أكبر حجم لصندوق على شكل متوازي الستطیلات جوانبه موازية 


xi^ ۷12 fe , 
a ۵ 


3 
+ | لك‎ 
b 











- أوجد القيمة العظمى والقيمة الصغري للدالة التالية : 
f(x, X3] =X] X5‏ 
A m‏ 
[ = 5ع + x?‏ 
ه- أوجد القيمة الصغرى والعظمى لدالة الهدف التالية : 


5 


=V 


f(x ۱ ۸2 و‎ X3) -XptX)*Xi 


نحت القيود : 


3 و کے 
dis - | =‏ 
" 5 ۰ 5 4 


أوجد قيم X1, X5, X4‏ والتی تأخذ عندها دالة الهدف التالية : 
قيمة کبری أو صغری تحت القيد: 
4 - گر + X1‏ 


أوجد القيمة الصغرى للدالة : 


۰۔۸ 


تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
f(x, , x2) = x T s‏ 
نحت القيد: 


0= یر ۔ )1 - [Xi‏ 
أوجد قيم و ,× ,× والتی تجعل دالة الهدف التالیة : 
وا + 25 + f(xi , X2 > X3) = X?‏ 
اصغر ما کن تحت القيد : 
0ے 14 - 20 + 4x, + X5‏ 
طورت شركة إعلانات برنامج منسق لنوعين من النتجات وقدرت الزيادة فی 
الأرباح بالدالة التالية : 
2 


f(x; 1 x2) = مد‎ Ex t 5 + 3 


حيث X,‏ هي نفقات الاعلان على النتح cd‏ (1-1,2) « |فرض أن وحدات 
f(x)‏ و x,‏ هی مثات الاف الریالات. 
قرر الصنم إنفاق 300,000 ريال على الإعلانات والطلوب توزیع هذا البلغ 
بین ا منتجین وتقدیر الزيادة فی الکسب . 





البرمجة غير ا خطیة متعددة 
انتفیسرات وبقيود متراجحة 





e‏ مقدمةه الطريقةالتقليديةه الطرق الباشرة ه الطرق 


غير الباشرةه تمارين 


)٦,۱(‏ مقدمة 
نناقش فی هذا الفصل الطرق الناسبة لحل مسائل البرمجه غير ا خطیة المقيدة بقيود 
متراجحة التى یکن صياغتها على صيغة إيجاد قيم المتغيرات م5 ...., 5X5 « X4‏ |* 

التى تصغر أو تكبر دالة الهدف : 


Zz = f(x) 
: وذلك تحت القيود‎ 
8 )5(>0  ى.[‎ =l, 2, 3,... , 0 
عرضنا فى الفصل السابق طرقاً لحل مثل هذه المسائل في الحالة الخاصةء أي‎ 
. عندما تكون القيود معادلات او في حالة التعبير عن كل قيد بمعادلة‎ 


۱/۸6۵ 


٦‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


نتعرض فی هذا الفصل للحالة العامة التى تكون القيود فيها إما معادلات أو 
متراجحات أو الائنتین معا. توجد عدة طرق لحل مثل هذه المسائل ويمكن تصنيفها إلى 
ثلاثة أنواع وهى : 


او لا : الطريقة التقليدية 
E‏ ان وا الطريقة على شروط کون-توکر (Kuhn-Tucker)‏ ومضاریب 
لا جرا وتعتبر من الطرق المباشرة E‏ سيكون : P»‏ تصنيمها على انفراد لا همیتها . 


ثانیا: الطرق الباشرة ۱ 
تتناول هذه الطرق القیود بطرق واضحة. ومن آهمها وآکثرها شیوعا الطرق 
التالبة : 
١‏ - الطريقة المركبة «(complex method)‏ 
Y‏ - طرق الاجاهات المقبولة (feasible directions)‏ ومنها : 
(I)‏ طريقة زوتندجك (Zoutendijk)‏ . 
(ب) طريقة الاسقاط الانحداری (gradient projection)‏ . 


۳- طريقة تقريب القيود أو المستوى القاطم (cutting plane method)‏ 
شریب الميود او المستوى P‏ 


ثالثا: الطرق غير المباشرة 
یتم في هذه الطرق تحويل المسألة إلى متتابعة من المسائل غير المقيدة» وتصنف 
هذه الطرق إلى ما يلى : 
١‏ - طرق نحو یل المتغير ات (transformation of variables)‏ 
-Y‏ طرف الدالة ا جزائیة (penalty function)‏ وتنقسم إلى : 
(D)‏ طريقة الدالة الجزائية الداخلية (interior)‏ 


البر مجة الخطية متعددة المتغيرات وبقیود متراجحة AV‏ 
(ب) طريقة الدالة الحزائیة الخارجية (exterior)‏ . 


غير الخطية المقيدة بقيود متراجحة في البنود القادمة من هذا الفصل مع توضيح ذلك 
ببعض الأمثلة . 


Er Y الطريقة التقليدية بشروط کون - توكر ومضاريب‎ )٦,٣( 
لقد استعرضنا فی الفصل السابق طريقة استخدام مضاريب لاجرانج لحل‎ 
مسائل البرمجة ذات القيود المتساوية» وسنقوم فى هذا البند باستخدام هذه المضاريب‎ 
لحل المسائل بقيود متراجحة» وذلك بتحويلها إلى قيود معادلات (أو مساواة) بإضافة‎ 
إلى المتراجحات لتصيح‎ (slack variables) متغیرات مقممة(او إِضافية)‎ 
. معادلات» وتّستخدم هذه الطريقة فی المسائل البسيطة بالقيودالمتراجحة‎ 
: نعرف أولا متغيرا متمما رل بقيمة حقيقية لكل قيد متراجح» أي أن‎ 
Th -g;(xX) 20  j-12..,m 
Hj حيث تتحقق المتراجحة بتحقیق التساوية» وذلك لكل قيمة حقيقية للمتغير‎ 
: ونلاحظ أن دالة لاجرانج تأخذ الصيغة‎ 


(3,9 L( xA. درن‎ fa) Dalgo - uj) 
j=] 


بتطبيق شروط لاجرانج الضرورية وهي : 


01 f x, 8 
(1 ; Y) OL ےو‎ of + 7 98; EZ 5 1 = 1. dios I1 
OX, OX; j=l Ox, ١ 
gjo) تراد‎ J? 
کے دیا‎ = ga) - =0 ...)ک1 و‎ 


۱ 


۱۸۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


oL Tem 
C1. £) — = -2 ۸: وی | ۳ و 0= رل‎ 3I 
on; 
ui =0 أو‎ Aj-20 من المعادلة الأخيرة نحصل على‎ 
. أو 0 - زلر = ز۸ » وفیما يلي نناقش الحل المتوقع في ا حالات الثلاث‎ 


الحالة الأولى 
إذاكان 0 = زو 20 زلر فهذا یعنی آننا تجاهلنا القيود 0 < (x)‏ .ع لأن: 
à [wt‏ 
0< [نس - (x)‏ رع 
وبالتالي فان الحل الأمثل لايتغير بوجود هذا القيد إذا كانت كل 0= :۸ لجميع قیم 
m) j‏ ,...,2 ,1 = ز) ومن ذلك نلاحظ أن المعادلة الأولى (2.2) تتحول إلى : 
Vf(x) = 0‏ 


وهو القيد الضروري في حالة مسائل البرمجة غير المقيدة . 


الحالة الثانية 

إذاكانت 0 ز۸ و 0= زر فإنهذايعني 0 -[**) رع وعندئذ یقع الحل 
الأمثل على حدود القيد رقم [ وحیث إن 20 2 فان الحل الأمثل لا يحقق الشرط 
الضروري 0=( ۷1 . 


الحالة الثالثة 

إذاكانت 0= :2 و0- uj‏ لكل قيمز فإن0-[**) joue, g;‏ 
يحقق الحل الأمثل العلاقة 0 = VEE")‏ أي أن ال الأمثل يقع على النتقطة 
الحدية (corner point)‏ للقيود . 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متر اجحة 


مثال ) (v,‏ 
أوجد النهايات العظمى والصغري لدالة الهدف : 


۲۳ ع ]23 داب‎ 38; « 2i, 


غیت القمد : 
1 > ۶+ 4 
الحل 
ارف 
20 2۶ - چ ۔ = p‏ 


حيث الإ عدد حقيقي . تكون» فی مثل هذه المسألة» دالة لاجران المناظرة هي : 
4x2)‏ 2 ہرٹیں جی L (Xis X3, 42, ) 22 2-3 x2-2x,‏ 


وشروط E E‏ الضرورية هي : 


01 
=4x - 242 AX, -0 


OX, 








ونميز فيما يلى بين الحالات الثلاث السابق ذكرها . 


الحالة الأولى 


4X, - 2 + 2,۷ , 20 


۱۸۹ 


۱۹۰ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


x ) 27 - 6( - 0 
1 + 15 = 1 

من العادلة الشانية» وبفرض أن 0 و× » فاننا نحصل على 3 = 2. ومن العادلة 
الاولی نجد آن 0.2 = x,‏ ومن العادلة x, = + 7/0.96 LILI‏ وبذلك نکون قد 
حصلنا على حلين للمعادلة . بعد ذلك نفرض أن 0 = x,‏ في المعادلةالثالثة وتکون 
x, = + 1‏ ومن ذلك نحصل علي القيمتين الناظرتین للمتغیر 2 من العادلة الأولى . 

أي أن ا حلول لجموعة العادلات السابقة هي : 

96, 2 -3, fxj.x)--32 

A --1, f(xj,x2)-0 
لئ ےن‎ RR = 








الحالة الثانية 


0= ۸ (حل غير مقيد )عند ذلك نحصل على : 
0= 2 - ×4 
0= دز 6 - 
“در - پر 2ع + | 
ويكون حل هله المعادلاات هو : 
5 = کل 0« x! -0.5 ox‏ 
وقيمة الدالة عند هذا ال حل : 
f(x, , x5) = -0.5‏ 
ما سبق نلاحظ ان النهاية الصغری للدالة (ر×, ,20 تعحقق عند النقطة 
( ۷0.96 ± , 0.2 ) وتكون قيمتها 3.2- والنهاية أوالقيمة العظمى عند (1,0-) والتی 
تناظر قيمة للدالة مقدارها 4 . 


البر مجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة ۱۹۱ 


مثال ( ۲ ,۲ ) 
آوجد أصغر مسافة من نقطة الأصل إلى النقطة (ر× , (X,‏ تحت القیود 
التالية : 
4 > 3(2- یم + 2(2- رم 
i < 42‏ 
احل 
دالة الهدف هی : 
fx, , x2) = (x1- 0(2 + (x,-0)? =x? + 3‏ 
نعرف التغیر التمم بالصيغة : 
0 در - ?2 -4-(x,-‏ كنا 
تکون دالة EU‏ هي : 


L(x ,,X5,À1,À 2,11) - x1 i X5 + 2 [p (x,- 2)?«(x,- 3)*- 4] 
+ As[x? - 4 x;] 


فتکون شروط لا جراخ هي 
8 
XK, =0‏ و8 2 + (2 ab -€-2X | *2 Ag (x,-‏ 
dx,‏ 
(X3- 3) - 4520‏ رغ 2 + X,‏ 2= 
de.‏ 


SE C ane 2)? + (x5- 3? - 4 - 0 
OÀ 
oL 


02.2 





الحالة الأولى 
0 < ( و۸ + 1( ,22 


0= 4۸2 - و 2 
")3 ۔ - قرو M. mds‏ 
AX; = X‏ 
ومن الواضح أنه لا توجد قيم حقيقية للمتغير | تحقق هذه المعادلات ولذلك 
ننتقل إلى دراسة ا حالة الثانية . 


ا حالة الثانية 
نفرض أن 0 = لإ فنجد أن : 
2x, + 22 (x,-2) *2À5x, =0‏ 
0 > 4۸2 -(3 ۔ ج) 227 + ×2 
(x, - 2(* + (x, - 3)2 - 4 - 0‏ 
x7 - 4 =0‏ 
بحل المعادلتين الأخيرتين آنیا نحصل على حلینء وهما الحل الأول )2.1( 
ويناظر النهاية الصغرى وقيمتها 5 = f(x 7, x5)‏ وال الثاني عند 
النقطة (3.86,3.16) الذي يناظر " تقريبا " النهاية العظمى ومقدارها 
f(x), x5) 53‏ 


البر مجة الخطية متعددة التغیرات وبقیود متراجحة ۱۹ 
شروط کون - توکر 
سوف نشرح هنا كيفية اشتقاق شروط کون (Kuhn-Tucker) „S p-‏ 
الاستقرارية (stationary)‏ وذلك لایجاد ا حل الأمثل لسائل البرمجة القيدة ذات 
القيود المتراجحة . 


نظرية (V, V)‏ (نظریة کون - توكر) : 
نحت القيود: 


1,2,...,m‏ 1 لا ا 
ue‏ 
Vf(x )»0‏ )1,0( 
(x ) Vfx' ) = 0‏ 1,0( 
V) X 20‏ 0 


البرهان 
لإثيات هذه النظرية نس نستخدم مفكوك تایلور للدالة f(x)‏ حول النقطة X‏ 
فنجد أن : 
( 016 
Ox‏ 
حيث H‏ هي مصفوفة هس (Hess)‏ وأن 1 > 0 > 0. 
لكى تكون * x‏ هى النقطة التى تكون للدالة عندها نهاية صغرى يجب أن يكون : 
x JSF O + h Ax) l l‏ 





fx h Ax) = f(x") +h Ax + > h? (Ax) H(x + Oh Ax) Ax 


أى أن : 


۱۹ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 


ہے چا by‏ ور 2 ۱ 
h — (x ) Ax + —- h? (Ax) H(x +80 h Ax)20‏ 
dx 2‏ 
وهوالقيد الضروري لکی تكون للدالة نهايه صغرى موضعية عند ٭ ٭. فإذا كانت 
0 نقطة حل داخلية Gnterior)‏ فإن التباينة الأساسية تؤدی إلى القيود 


الضروریةالتی من الرتبة الأولى : ١‏ 
of‏ ۱ 


OX ; 


وباعتبار أن بعض المتغيرات لها قيم مثلى على الحدود فان 0 = «xj‏ وبافتراض أن كل 
الشتقات الحزئية تساوی صفراً فان المتباينة الأساسية تخفض إلى : 


(x ^) 20 (19 12,3...) 


5 ou (۵۸۷ <0 


ولكن يجب أن تكون AX.‏ موجبة( حیث ان 0= ز× ) التي تؤدي إلى La Jl‏ 


e * TT TA Of 5‏ 3 * 
OX.‏ 
] 
إن المشتقات تختفی عند الحلول الداخلية فإنه یکن كتابة : 


إن سا لاي عا تو سڈ سے 





dx 
. وبهذا یتم إثبات النظرية‎ 

توضح النظرية السابقة طريقة ايجاد القيمة الصغرى لدالة تحت القيود 
وبمتغيرات غير سالبة» وذلك بإشتقاق شروط کون - توكر الناظرة لها. فيما يلي نشرح 
كيفية اشتقاق شروط كون - توكر لبعض الحالات الأخرى التي تظهر في مسائل 
EROS‏ 

نفرض مثلا أن المسألة المطلوبة هى إيجاد القيمة الصغرى للدالة . 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 6 ١‏ 
(×)] ع 7 )1,4( 
تحت القيود : 
)٦,۱( g;x)«0 mlret‏ 
oU Ule‏ : اچ سے 2 D‏ 0 > ( کار 8 , fx)‏ 
دوال تفاضلية (أي قابلة للتفاضل)ء والآن نحول الشروط (أو القيود ) من متباينات 
إلى معادلات . يمكن النظر إلى هذه المسألة على أنها إحدى صيغ المسألة العامة» التي 
سنستخدمها لاشتقاق شروط کون - توكر الاستقرارية للصيغ الاخرى . 
لا حظ أنه بإضافة متغيرات متممة 0 < زلا تصبح المسألة عبارة عن إيجاد 


القيمة الصغرى للدالة : 
f(x)‏ = 7 


Uj t g;(X) mi 0 ` J 59 l, Bi m 
u; 20 5 j= E NES 


وتکون دالة لاجرانح لهذه المسألة هي : 


m 


L(x ,A,u)-f(x) + xum + g;(x)] 
سز‎ | 
(1,0) وبتطبيق الشروط الضرورية‎ ۸ , X بتطبيق القيود الضرورية على‎ 
من النظرية السابقة على المتغيرات .لم وذلك لأنها تمثل قيودا غير سالبة»‎ (V, V) - 


+ ۰۱ = ) )-0  ,i-1,2..n 
ji-1 ^ Ox, 
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۱۹۹ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





بحذف الإ من العادلات السابقة نحصل على : 


01 * E + 08 * 
(13,1) Tae e ( =0 du Domen. H 


OX; j-1 — Ox 
(3, ۱۲( gx) 0 , 1 - 12,..,m 
(3, ۱۳( A; g(x’) =0 1 L2,...,m 
ارت‎ A; 20 du m 


العادلات (۱۱ )١, - C,‏ تمثل شروط کون - توكر الاستقرارية الخاصة بالمسألة 
العطاه بالعادلات 9 ,1) و )١, ٠١(‏ التی سوف نطلق عليها المسألة القياسية 
(canonical)‏ . ۱ 

الجدير بالذكر أنه مع إمكانية اشتقاق هذه القيود بسهولة في معظم ا حالات: إلا 
نها قد لا تکون مفيدة جدا في إيجاد النقطة المثلى لبعض ا حالات: وذلك لاحتوائها 
على متراجحات قد تكون غير خطية وربما تؤدي إلى صعوبة في الحسابات وخصوصا 
عندما يكون عدد التغیرات كبيرا ما یجعل الحل المباشر لهذه ا معادلات لا يحقق غالبا 
جمیع القيود . 


الب مجة الخطية متعددة التغیرات وبقیود متراجحة ۱۹۷ 


سوف نوضح فیما يلي اشتقاق شروط کون - توکر الستقرة في الثلاث صيغ 
الأخرى للمسألة العامة باستخدام الصيغة القياسية 


الصيغة الأولى 
أوجد القيمة العظمى أو الكبرى للدالة 
f(x)‏ 
حت القبود: 
2 = ڑے 0 > g;(x)‏ 
لاحظ أن : 
Max f(x) = Min (-f(x))‏ 


لذا فان القيود الضرورية لهذه المسألة يكن الحصول عليها بالتعويض عن f(X)‏ فی 
العادلات )٦,۱٤( - )٦,۱٦(‏ فتحصل على : 





| 0 
_ 910 ( SIA UE (ea z 2 )20 ,121,4,....n 
Ox; | 
: أو‎ 
20 9g; 


etes 3: بتغيير[شارة‎ 
)٦,۱۷( PX ') + رویز‎ > “Sæ زا‎ ie 
CU YA) 7 ; J] = 12... 


(1,10 (gx (۲0 ,j-12,...m 
[i 19) ki <0 ڑے‎ 2 L2,...,m 


۱۹۸ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
الصيغة الثانية 
إيجاد القيمة الصغرى للدالة : 
f(x)‏ 2 
نحت القيود : 
Cx vv) g(x) 20 , j = 1,2,...,m‏ 
بتغيير إشارة g;(X)‏ فى العادلات (۱۱ )٦,۱٤( - CO,‏ یت 


SL + xoi xe )20,i21,2,..,n 


E j= | 
g(x) 20 (Jm الها‎ 
ظ‎ 01 
(YY) پا‎ (+ Yu — (x (= m وا‎ 2s ll 
OX; در‎ | X; 
)٦,۲٤( g(x ( 20 [2 
(3, Yo) (j ) 0ع دز 0 ) کارع‎ 
0 50 e 12m 
الصيغة الثالثة‎ 
: إيجاد القيمة العظمی للدالة‎ 
LANN) f(x) 
(X, YA) g(x) 20 ز,‎ > L2,..,m 


وبتغییر إشارة كل من g;(X) ۰ f(x)‏ فى الصيغة القياسية نحصل على : 


البر مجة الخطية متعددة التغیرات وبقیود متر اجحه ۱۹5۹ 


P )- Yap? J(x')-0 ,i-1,2,., m 


OX; X i 
: وبذلك تصبح القيود الضرورية هي‎ 
)٦,۲۹( ہت‎ «+ Ja; is 0 ,i-1,2,., n 
uv) M" )20 ,j212,..,m 
C,YO — 0( رع‎ (0 , j = 1,2,0 
(FN ا و‎ jz12...m 





وتجدر الاشارة إلى أن شروط کون - توکر الاستقرارية التي اشتقت في حالة || مه 
لقياسية والصيغ الثلاث الاخری تکون ضرورية وكافية إذا كانت f(x)‏ (), 8 
liaa « (convex) its VI ss‏ متوقم لأن هذه القیود تؤکد أن النهاية الصغری 
الموضعية (local)‏ هی أيضا نهاية صغرى كلية (global)‏ . 

نلاحظ کذلك أنه إذا كانت (۴)٤دالة‏ حادة الشحدب فإن النهاية الصغرى 
تكون وحيدة كذلك . 

سنورد فيما يلي بعض الأمثلة التي توضح مدى صعوبة حل مثل هذه المسائل 
باستخدام شروط کون - توكر عندما يكون عدد المتغيرات كبيراً . 


مثال (1,Y)‏ 
تعاقدت شركة تصنيع و حدات كهربائية على تزوید أحد محلات التوزیع 
بكمية مقدارها 50 وحدة في نهاية الشهر الأول. وكذلك 50 وحدة في نهاية الشهر 
الثانیء و 50 وحدة فی نهاية اڑیب الکالت علما ob‏ تكلفة إنتاج × وحدة في أي 
شهر هی "CE d‏ وكان يمكن للمصنع إنتاج عدد أكبر من الوحدات الطلوبة في كل 


۳۰۰ تقنیات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


شهر وتخزینها للشهر التالي» علما بان تکالیف التخزین 20 ریالا لکل وحدة اذا 
آنتجت في شهر وصدرت إلى محل التوزيع في الشهر التالی . بافتراض انه لایو جد 
تخزين قبل بداية الشهر الأول . أوجد عدد الوحدات التي يجب إنتاجها فی كل شهر 
من أجل تصغير التكاليف الكلية . 


الحل 

نضرض أن ۱ , وڈ , و× تمثل عدد الوحدات المنتجة فی الشهور الأول 
والشاني والثالث علي الترتیب . عندئذ فان التكاليف الكلية الطلوب تصغيرها تعطى 
بالعلاقة : ۱ 

. التکالیف الكلية = تکالیف الانتاج + تکالیف التخزین‎ 
: أي أن‎ 
f(x, ,X4 ,X4) > X] + X5 +x3 + 20 (x, - 50) + 20 (x, + x5 -100) 
=x? + x2 + عر‎ + 40 x, + 20 x, -3000 


: تحت القیو د التالية‎ 
gi(X,,X5,X3) >> X, - 5020 
gj(X,,X25,X3) > X, + وه‎ - 100 20 
ga(X,,X4,X4) — X,^F X5 * X4 - 130 2U 


يمكن تعیین شروط کون - توكر كما يلى : 











جد ,و ہیں تقر نگ ہیں لت 
OX, Ox; OX; X ;‏ 
أي أن : 
0= و۸ + ۸2+ 2 + 40 + CTT) 2x,‏ 
(1,Y£) 2x, + 20 +2 +۸ < 0‏ 


(T6) 2 X4 + در‎ =0 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 


23 - ز , 0- (وغر وى »)رع Aj‏ 


EX 19 ED 
(1, £T) 
(1, ££) 


آی آن : 
0 > (50 - ,)رم 
xX, - 100) = 0‏ +۱ )۸ 
X, + - 150( = 0‏ + )۸3 
g(X,,X,4,x43)20 ,j-1,23‏ 
ومن ذلك تكون : 
X, «2020‏ 
X; +x, -10020‏ 
X +X, +X, - 15020‏ 
8ء 0 > A;‏ 
TE vp‏ 
0 > ۸۱ 
0 > و۸ 
0 > ہ۸ 
والآن نوضح الصعوبات المرافقة لحل هذه المسألة . یتضح من المعادلة CUYO‏ 
ol‏ : 
0 أو 50 < ×. 
الحالة الأولى 


إذا كانت 0 = ,۰2 فمن العادلات (V, Yo) (1, YY)‏ نحصل على : 


ial! ظ تقنیات الأمثلية فى البرمجة غير‎ Yey 


(1,40) Xa == 10- —— حيست‎ 





بالتعويض من مجموعة Saa‏ 2 )£0 ,1( ف العادلتن YV)‏ ) 
و(1,۳۸) نحصل على : 
0 >( ۸ - 22 - 130-)2 ۸ 
۲ رک ,1( 
T A۸3) =0‏ ۰ - 180-)۸ 


احل الأول 


E 20 , ۸ 0‏ 34 و 


آی آن ۰ 


À.4-7—120 ۰ / ;-0 


60 > و× , 50 ع< وت , 40ے xı‏ 


ویحعی هذا الحل المعادلات CA, £Y)‏ - )££,1( ,ولکنه لا يحقق العادلتن 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحه Vae‏ 
الحل الثانى 
25-0 , 20 بل - ملقم - 130- 


أى أن 0 À.37‏ و 130- À2=‏ وبالتعويض كذلك ند أن : 
,x,-55 , ×0 l‏ 45 2 ۱ 


ويحقق هذا الحل العادلات )£0 ,1) EEJ‏ ولکنه لا يقو iuc‏ 
CCT‏ أن 


الحل الغالث 
0 د À‏ و 0 د و 


وبالتعويض ند أن قيم المتغيرات هي : 
0ب بل ; x, --20 , x,--10‏ 


ویحقق هدا الحل كذلك العادلات )٦, ££) - CA, £ Y)‏ ولکنه لا يحقق العادلات 
ہے M -O SS‏ ڈو 


الحل الرابع 


a - Kao 0‏ - 6ق . 0= As‏ - :1 - 180- 
0ا ا سوہ . 0= ŻA;‏ - 180-2- 
0 
ای ان : N‏ 


۸= -30 و‎ A3--100 
SD ¢, کے رگ‎ , X, = 50 
وبالمثل نحد أن هذا ا حل يحقق المعادلات £0 ,1) - (٤٦٦)ء ولكنه لا يحقق‎ 


. )1, ۶۱( - QU, Y4) العادلات‎ 


۳۰ تقنیات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
احالة الثانية 
إذا كانت 50 = X,‏ فيمكن إذن كتابة العادلات من CU YY)‏ إلى (V, Yo)‏ 


: 4 JUJI بالصيغ‎ 


(3, £V) وي(‎ = -20 - 2x, - 5 = 0 -2X3 + 2X, 
À; = -140 - 2x, - Àz - A37 -120 + 2x3 


بالتعويض من المعادلات £V)‏ ,1) في المعادلتين (1,۳۷) و(۳۸٦)‏ نحصل 
على : 


(-20 -2x, + 2x4) (x, + x5 -100) =0 
(TEN) 
| C2x;) (K+ x5 + x4 - 150) =0 


الحل الأول 


- 20 - و2‎ + 2x; =0, x +X +X; - 150 0 


أي آن : 
x, < 55‏ , 45 سی , 50 = xı‏ 


اخل الثاني 
=O ,-2x,-0‏ :2 + 2۳ - 20 - 


آی أن : 


ولا یحقق هذا ا حل المعادلتين )£9 ٦,‏ و .)٦,٦٤(‏ 


البرمجة ا خطیة متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة Yeo‏ 
ا حل الثالث 
أى أن : 


ولا يحقق هذا ا حل المعادلة (۶۱ ,3) . 


الحل الرابع 


3 


0= 150 - و + X; +X - 100- 0 ,x, +x,‏ 
ی آن : 
x} = 0‏ , 2-230 , 50ء × 
ويحقق هذا احل جميع القیود من (1,۳۹) إلى £V‏ ,1) ومن العادلات CV, £V)‏ 
نحصل على فیم .2 , 22 , ۸3 الناظرة لهذا الحل وهي : 
A52-20, à3= -100‏ , 20- > رم 
وحیث إن فيم 2,3 ,1 j-‏ . 2 حقق العادلات (۶۲ ,1) إلى )££ ,1) فان احل 
الأمثل هو : 
x)= 50 , 0‏ , 50-» 
ومن ذلك تكون قيمة دالة الهدف هى : 
f(x, , Xa , x3) 7500 Ji;‏ 


شروط كون-توكر الاستقرارية للمسائل التي تحتوي على 
متراجحات ومعادلات وجميع متغيرات دالة الهدف موجبة: 
يكن صياغة هذا النوع من المسائل في الصورة العامة كما يلي : 
أوجد القيمة الصغرى للدالة : 
f(x)‏ = 2 )0,19 


۳۰۹ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


n EE sus K‏ 0 > (<)رع 
کے سے w,(x) =0 Eel.‏ 
x. 0 NIA M‏ 
لجميع قيم × الحقيقية . 
نعرف الدالة : 


L(x,XA,p)- f(x) +A" w(x) + کسر‎ ga) 


(1,0*) 
(1,01) 
(3, 0Y) 


ولكي تكون ۲ قيمة صغری للدالة )£3 A,‏ تحت القيود )٦٦٦٦(‏ إلی 1,00( 


فإن القيود الاستقرارية هى : 





k 3 5 * 
gx) ام‎ awa”) 


j=! OX, 2 0 
- $ 1: 5 


g(x')€s0 عل‎ 1,2, 


lu 20 (Um Duabus) 
x, 20 Q= 1 
w(x )-0 


x) V Lx A ۱ u) -0 
mN E(x”) 20 


سوف یوصح JELI‏ التالي طريقة جل مثل هدا النوع مرن العادلات 3 


مثال (3,5) 


باستخدام قیود کون-تو کر الاستقرارية آ و جد أصغر قيمة للدالة : 
fx, x3) = (x171)? + )2-2(‏ 


9 X 


(1, ۵۳( 
(1,0£) 


(1,00) 


(1,0) 
(1,0V) 
(1, 0A) 
(1,04) 


البرمجة الخطية متعددة التغیرات وبقیود متر اجحهة ۳۷ 


ثم عبر عن الحل بالرسم . 


ا خل 

eor Y نعرف دالة‎ 
L(x as u) = (x1-1}? + (x3-2)? + A(x2-x1-1) + u(x, (2-و×+‎ 
: نحصل على‎ CU, OY) ومن القيود الضرورية وتطبيق القيد‎ 





Chad) — =2 (x,-1)-à +u 20 
۸) 
(3, 13) A. az +u 20 
0x2 
: من القید 012 ,1( نحضل على‎ 
اپ وا‎ x,20  , X520 
: نحصل على‎ CV 0A) من القيد‎ 
CE WI x [2 (x, - ۔(ا‎ 2. + [0 
(1, TÉ) X5[2 (x - 2( +, + 1] =0 


من القید )1,08( نحصل على : 


(1, 10) X, + ۷ - 20 


البرمجة الخطية متعددة التغیرات وبقیود متر اجحهة ۳۷ 


ثم عبر عن الحل بالرسم . 


ا خل 

eor Y نعرف دالة‎ 
L(x as u) = (x1-1}? + (x3-2)? + A(x2-x1-1) + u(x, (2-و×+‎ 
: نحصل على‎ CU, OY) ومن القيود الضرورية وتطبيق القيد‎ 





Chad) — =2 (x,-1)-à +u 20 
۸) 
(3, 13) A. az +u 20 
0x2 
: من القید 012 ,1( نحضل على‎ 
اپ وا‎ x,20  , X520 
: نحصل على‎ CV 0A) من القيد‎ 
CE WI x [2 (x, - ۔(ا‎ 2. + [0 
(1, TÉ) X5[2 (x - 2( +, + 1] =0 


من القید )1,08( نحصل على : 


(1, 10) X, + ۷ - 20 


Y*A‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


من القيد )09 CU,‏ نحصل على : 


(1,19 u20 

: نحصل على‎ CU 070 من القيد‎ 
Cu W) H [x; *x;-2]-0 

من القید (1,0V)‏ نحصل على : 
X2 - ۲, - 1 > 0‏ )1,14( 


لحل هذه العادلات. نفترض ÁN‏ 0* ×× و u-0 ,x,20‏ 
عندئذ نحل المعادلاات )٦,٦٣٦( >» )٦,٦٦(‏ و )٦,٦۷(‏ فنحد أن : 
0= ۸- (۲۱-1) 2 
0+ (2 -) 2 
0ء 1 - X-X;‏ 
وهذا یودی إلى : ۱ 
x;-1 (X292 4 ۸ =0‏ 
هذا الحل لا يحقق المتباينة )٦,٦٦(‏ أى أن : 
۵ > 2 - 2 +1 
أى أن : ١‏ 
0 > 1 
والان افترض أن 0 غ لم ولحل العادلات )0,3( TY) )٦,٦٣٦(‏ ,1) آنبا: 
X, + - 2 =0‏ 
0= 1 - ,۶ - ۲ 
۸0 + - (۶۱-1) 2 
0 > م + 8 + (2 - (x,‏ 2 
وهذا يؤدى إلى : 
Hal ji A 0‏ 


5 


t| o» 


البرمجة الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة Yq‏ 
وتكون قيمة الدالة : 
1 * * 
باختبار العادلة )33 ,1( والمعادلة 1E)‏ و1) a£‏ أن : 
KS; 0‏ 20 & 


وبهذا نکون قد حصلنا على الحل كما يوضح الشكل (۱ .)١,‏ 


الٹھارة الصغری غير المقيدة 2 )2 ,1( 
0 - ۴ 


النهاية الصفرى القيدة -)3/2 ,1/2( 
f* = 1/2‏ 





۳۱۰ تقنیات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
Y)‏ الطرق الباشرة 
فيما يلي بعضاً منها : 


)٦,٣,۱(‏ طرق الاتجاهات المقبولة 

تعتمد هذه الطرق على فلسفة الطرق غير المقيدة نفسها التي نوقشت في الفصل 
الرابع (مثل طريقة بحث النمط) ولكنها صممت لكي تعالج المسائل ذات القیود 
المتراجحة . الفكرة الاساسیة فيها هي اختيار نقطة بداية تحقق جمیع الشروط وتتحرك 
إلى نقطة أفضل طبقا للعلاقة التكرارية الاتبة : 

(1,14) X =X +45 , 

حيث , X‏ نقطة بداية للتكرار رقم ذو 8 هو اتجاه التحرك و ۸ ہو طول اخطوة 
و +١‏ هي النقطة النهائية التي تم الحصول عليها في نهاية التكرار رقم ء ويتم 
اختيار 2۸ بحيث إن X i44‏ تقع في منطقة الحلول الممكنة كما يتم اختیار اتجاہ البحث 
, 9 بحيث إن : 

. أي حركة صغيرة فی هذا الاتجاه لا تنتهك أي شرط‎  )1( 

(ب) دالة الهدف تتحسن فى هذا الاتجاه . 
النقطة الحديلة رب × تؤخذ على أنها نقطة بداية للتکرار التالى: وتعاد جمیع 
الخطوات بحيث يكن الحصول علي اتجاه يحقق أ. ب. بصفة عامة» تعرف هذه 
النقطة بأنها نقطة نهاية صغرى ( أو كبرى ) محلية للمسألة» وليس من الضروري لهذه 
النهاية الصغرى المحلية أن تكون نهاية صغری كلية € إلا إذا كانت المسألة محدبة . 
ويسمى الاتجاه الذی يحقق الخاصيتين Í‏ ب بالاتجاه المقبول الصالح للاستعمال . 
لهذا السبب سمیت هذه الطرق بطرق الاتجاه القبول . 

سیکون الا تجاه s‏ اجاها مقبولا عند النقطة , × إذا حقق العلاقة التالية : 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحه PY)‏ 


(1, V*) Mg (As) مرا‎ 25" Vg; (x) 0 
dA > 


حيث تتحقق علامة التساوی فقط إذا كان القيد خطيا أو كامل التحدب . edi‏ 
الاتجاه s‏ الانجاه الصالح للاستعمال إذا حقق العلاقتين التاليتين : 


dA. 


تعطی تفاصيل الإجراءات التكرارية لطرق الاتجاهات المقبولة في طريقة زوتندجك 
c(Zoutendijk)‏ أو فى طريقة الإسقاط الانحداری» وسوف نستعرض فيمايلي 


الطريقة الأولى . 


طريقة زوتندجك 

تختلف طرق الاتجاهات المقبولة فيما بينها فى الطريقة التى يحصل بها على 
الاتجاه القبول الصالح . وفي هذه الطريقة یؤخذ هذا الاتجاه على أنه الیل السالب I‏ 
كانت نقطة البداية لهذا التكرارتقع داخل منطقة الحلول المقبولة وليست على 
حدودهاء آما اذا وقعت نقطة البداية على حدود منطقة الحلول المقبولة» OP‏ بعض 
القيود سوف تکون فعالة» ويمكن إيجاد LEYI‏ القبول الصالح ليحقق المعادلتين 
VT) Ea NN‏ ۱ 


يكن وصف النهج أو الأسلوب التكراري لطريقة زوتندجك كالتالي : 


الخوارزمية 


(أ) إبدأ بنقطة , × واخترقيما صغيرة , ٤‏ , ر 6و +ع لاختبارتقارب الطريقة 


8 1 > 0 £d e l, 70008 m (ب) إدا کان‎ 


YH‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
( أي أن , X‏ نقطة داخل منطقة الحلول المقبولة ) 
ضع اتجاه البحث بحيث يكون : 
VY) ٩. )( > - f(x)‏ ,1( 
نطبع (normalize)‏ , 5 إلي غط مناسب ثم تنفذ خطوة OU S l3] Lal » Ca)‏ 


واحد على الأقل من الشروط 0 (x)=‏ ع نفذ الخطوة (ج) . 
)>( أو جد إنجاها مقبو لا صا ًا 5 وذلك بحل d‏ إيجاد الا جاہ الاتبة : 


(iVE) minimize -d 
: نحت القيود‎ 
s' ۷2 (+ ۵,4 >0  j-1,2...p 
)٦,۷٥٦( s ۷۶ + 0 
0, V^U - «cl p Px*LZ4n 


حيث :5 هي المركبة رقم | من التجه 8 . وقد افترض أن الشروط الأولى التى 
عددها م فعالة وجميع قيم ر0 يمكن آخذها على أنها الوحدة و 4 تعتبر متغير 


اسب اقا 
(د) إذاكانت قيمة "ك التي تم ا خصول علیها فی الخطوۃ(ج) قريبة من الصفر ی 
أن رع > d*‏ 


فی هذه الحالة نوقف الحسابات ونأخذ : 
i‏ را تہ X‏ 
وإذاكانت £1 > d*‏ نل النطوة (V)‏ وذلك S; =S : Ab‏ 
(ھ) أوجد طول خطوة مناسبة , ۸ في الإتجاه 5 ثم احصل على نقطة جديدة 
X,,‏ من المعادلة : 
X „=X ,*À iS,‏ 


(و) احسب دالة الهدف (, f(x‏ 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة YN‏ 


(ز) اختبر تقارب الطريقة فإذا كان : 








f(x;) - f(x.) T 
| ل‎ mae سس‎ 
f(x) 
J 
: أوقف التكرار بأخذ‎ 
4 opt X i+] 


إن لم يتحقق شرط التقارب نفذ الخطوة (ح) 
(ح) ضع رقم تكرار جدید ليكون 1+1 -ذ ثم كرر الخطوة (ب) 


(b‏ إيجاد اتجاه مقبول صالح ومناسب 
إذا كانت النقطة : X‏ تقع داخل منطقة JH‏ أي أن : 
M‏ سے وآ g;(x «0 ; -Jæ‏ 
فان الإتجاه الصالح المقبول یؤخذ كما يلي : 
(X, VA) s; =- Vf(x;)‏ 
وتكون المسألة معقدة إذا كان أحد القيود أو أكثر محققا عند النقطة , × ء أى عندما 
0= (ز g;(X‏ 
ولإيجاد الاتجاه فى مثل هذه ا حالة نقوم بحل المسألة الآتية : 
إذا أعطيت النقطة , × ۰ آوجد المتجه 8 والقدار القیاسی الذي یکبر 4 تحت القيود 
VI‏ 15 : 
V4) j^ Vg;(x;) + 8:050 ,jeJ‏ ,1( 
0< ل s! Vfx)4d‏ )1,۸۰( 


۲\٤‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


J | pic‏ فئة القیود الفعالة و 5 تطبع (normalized)‏ بإحدى العلاقات الاتية: 


(TAY) s's - < s2-1 

i-i 
(3, AY) 4X8: 1 a I€91, 24H 
(X, AY) s! VK s] 





في هذه المسألة © مقدار إختياري موجب وللتبسيط نأخذ 1= ,0 . أي حل لهذه 
المسألة له 0 < d‏ هو إتجاه مقبول صالح . تعطي قيمة d‏ العظمی أحسن اتجاه (8) 
والذي يجعل قيمة s T Vf(x;)‏ سالبة والقيمة (:*):78 sT‏ سالبة بقدر المستطاع 
ونستخدم العادلات من (۸۳ )١,‏ إلى CA, A0)‏ في تطبيع التجه (S)‏ وذلك للتأكد 
من أن قيمة d.‏ العظمى سوف تكون قيمة محددة . 

يمكن عرض مسألة إيجاد الاتجاه بوضوح أكثر كما يلى : 
































Minimize (-d) 

0 Og 0 

5 - E + $5 ا‎ TVs, 5 + 8 0 SO 
OX OX OX, 
dg 0g» 0 

S e + $5 22 c + 05d >0 
OX, OX» X. 

(1, A£) 

0 Og g 

8 ع م5‎ +... S, م5‎ + 0 , 0 
OX OX; OX, 

f f 

5۱ : TR. +.. + 5 تا‎ + ds0 

OX X5 OX, 


البرمجة غير ا خطیة متعددة ال متغیرات وبقيود متراجحة ۲۱۵ 


-l-s > 0 

حبث 0 عدد الشر وط الفعالة والمشتقات ا حزئیة : 

Og, Og, 08 of of 

n 2 T" d. b ۱ H 
یکن‎ Si, i= 1,2,..., 2 حيث إن مركبات متجه البحث‎ » X, محسوية عندالنقطة‎ 
آن تأخعل قیما محصورة بين 1 ,1-. تعرف التغيرات: : ا لتكون:‎ 

L-5s,-l, Isls 

ولهذا السبب سوف تكون المتغيرات سالبة» يمكن كتابةالمشكلة المذكورة فی صورة 
برنامج خطي فياسي كما يلي : 











او حد : 
وسر ہہ ta d Yi Yos‏ ہس اميق 
والتی تصغر القيمة (0-) تحت القيود الاتیة : 
zu d‏ 08 0 0 
ات کے ہو رق 5 EL‏ ون اس d‏ ا 


Ox, Ox; dx i=} Ox, 


1 


۳۹ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 




















dg: 0 
(1,A0) t B2 tti 52 TL. B2 + 00 + لنت ۱ = ولا‎ 
X4 OX» OX, i=l OX, 
0 0 0 E 
e فى‎ TN £0,d y, - 2, 3 
OX; 0 dX, i=l OX, 
of of (| of ہ‎ of 
t, —— تہ‎ t,—— + ... t— + ][ 2۴ رن‎ T سے‎ 
OX, OX» OX, i=l Ox, 


2 وك ہی tat Y‏ 
0 ,20 وا بت 0 < و , 0< ] 
حيث pansi‏ لا :20-0 Y‏ و لا متغيرات متممة (آو مرنة) ويمكن استخدام 
سمبلکس التي نوقشت في الفصل الثاني لحل مسألة إيجاد الاتجاه 
A0)‏ ,1( فإذا أعطي حل هذه المسألة 0 < *4 عند ذلك یکن تحسين f(x)‏ بالتحرك 
في اتجاہ ا حل المقبول الصالح . 








البرمجة غير الخطية متعددة ا متغیرات وبقيود متراجحة ۲۱۰۱۷ 


وإذا كانت 0 < d*‏ » فيمكن توضيح أن شروط کون۔توکر محققة عند النقطة «Xj‏ 
ولذا تكون النقطة , × نقطة مثلى عند الحل الأمثل . 


(ب) تعيين طول الخطوة 

بعد إيجاد الاتجاه S;‏ عند أي نقطة :ا نحتاج لتعیین طول خطوة مناسبة 7 
لكى نحصل على النقطةالتالية X‏ كما يلى : 

(1,43) X aX AS 

تو جد طرق عديدة لحساب طول الخطوة الأمثل. أحد هذه الطرق هو تعيين طول 
الخطوة الأمثل الذی يصغر الدالة(: ۸8+, f(x‏ بحيث إن النقطة الجديدة المعطاة 
بالمعادلة CV, AT)‏ تقع في منطقة ا حلول المقبولة› وتوجد طريقة أخرى لاختيار طول 
الخطوة . ۸ وذلك بالمحاولة والخطأ بحيث تحقق العلاقات : 


f(x; FA; S) S f(x;) 
(A, AV) 
f(x; +A; 5 ( > 0 121,20 


الطریقة الأولى 

طول ا خطوۃ الأمثل : 2 يكن إيجاده باستخدام إحدى الطرق التي تصغر 
الدالة ذات المتغير الواحد التى نوقشت فى الفصل الثالث . ولكن المشكلة الوحيدة 
فى استخدام هذه الطرق أن الشروط لا تؤخذ في الاعتبار أثناء إیجاد E‏ + ولذلك 
فان النقطةالحنيدلة ۽ 5 2+ عاد رب × ربجا تقع في منطقة ا حلول المقبولة أو على 
حدودها أو خارج منطقة ا حلول المقبولة . 

اذا وقعت النقطة ,بر × داخل منطقة الحلول المقبولة فهذا يعني أنه لا یوجد 
قید فعال وبالتالی ننتقل الى الخطوة التالية بأخذ الاتجاه : 


4 200 تقنیات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 
Si 17 VICK)‏ 
(أي أثناء تنفيذ خطوة (ب) فی الخوارزمية ) ومن ناحية أخرى إذا وقعت النقطة 
X iu‏ على حدود منطقة الحلول المقبولة فإننا نولد اتجاها جديدا صا حا ومناسبا 
بپز S = S‏ وذلك بحل جديد لمسالة إيجاد الاتجاه الصالح و المناسب ( أي أننا jas‏ 
خطوة (ج) من الخوارزمية ) . 
إحدى الصعوبات العملية التي لوحظت في هذه المرحلة أنه لکی تستكشف أن 
النقطة رر X‏ تقع على أحد القيود فإنه يجب معرفة ما إذا كان واحد أو أكثر مره 
القيود تساوى الصفر وحیث إن الحسابات عددیةء فإننا نقول إن القيد .ع قيد فعال 
ادا كان : 
g (Xi) = 00, 197"‏ 
وهكذا. وبالتالي يجب تحدید قيمة صغيرة موجبة £ تحدد لاكتشاف القيد الفعال. 
لهذا سوف تعتبر النقطة × واقعة على قيد حدى إذا حققت : 
lg j| > €‏ 
حیث © عدد صغير محدد مسقا . 
ادا وفعت النقطة رب X‏ خارح منطة ة الحلول الممبولة» فان طول الخطوة يصحح 
بحيث تقع النقطة الناتجة في منطقة الحلول ا مقبولة . أحد أبسط الطرق لتصحیح 
طو ل الخطوة تتم بالاستكمال الخطي لقيم القيد ا منتھك ؛ فإذا افترضنا أن القيد الرائی 
قد انتهك عند ¡ ۸ فاعتبر الآتى : 





(1,۸۸) مرا,ع بع‎ 7g,(X ) «0 محقق‎ 
(1,4*) g,(A) =a , +a 2۸ 


تعطی العادلتان(1,۸۸) و (1,۸۹) أن : 


= 
wm 


البر مجة غير الخطية متعددة التغیرات وبقیود متراجحة ۳۹ 
ر8 - 8 
À i‏ 
والقيمة المقربة لطول الخطوة ۸ هى ۰۸ التى تجعل النقطة Ë Xi =×; +۸ ٩:‏ 
على القيد احدی أي أنها تحقق المعادلة : 


= رلك و ,غ > ور 3 








g,(X) = 0‏ 
يكن الحصول عليها بوضع المعادلة )٦۹۰(‏ تساوی صفرا: 
۱ 8 
Dn‏ مل )3,49( 
E‏ بت و 


أي أن الذي قمنا بعمله أنه عندما یکون القيد رقم ۲ منتهکا (أي غير محقق) فإننا 
نحصل على قيمة مقربة یکون عندها القید محققاً. آما إذا كان هناك آکثر من قيد 
منتهاك عند ا خطوۃ الثلی : .7 فإننا نأخذ القبد الأسوأ على أنه القید الرائی فی اشتقاق 
المعادلة )٦۹٦(‏ ومع أن هذه الطريقة تعتبر جيدة في تصحيح طول الخطوة. إلا أن 
لها بعض العيوب . 

من الجدير بالملاحظة أن طول الخطوة التجريبي ۶ يجب أن يحدد ویؤخذ 
على أنه طول خطوة مبدئي عند استخدام إحدى طرق التصغير ذات المتغير الواحد . 


الطريقة الثانية 

إذا لم يكن الطلوب هو تحدید طول الخطوة الأمثل : ۸ ء فإننا نجري نوعا من 
المحاولة والخطأ لإيجاد طول الخطوة : ۸ التی تحقق العلاقة CU, AV)‏ 
إحدى الطرق الممكنة هو اختيار طول خطوة © ثم نحسب القيم : 





x Taf (1)‏ 0 >ر 8 لكل قيم m‏ , ...2 ,1 - ز 


+۳۲ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


(ب) TAE‏ فى gs0‏ لكل ق ه1 j=l‏ 
(ج) f«f‏ و gj>0‏ لبعض قیم | 

j= l; لكل قيم وس‎ g 0 x fsi (5) 
سز‎ 1, 2,... , M 0ع لكل قيم‎ x f»f (a) 


sf>f 2‏ 0<رع لبعض قيم ز 
فإذا كانت النتيجة هي C)‏ أو (ب) فان طول الخطوة المطلوب هو , À‏ 
آما في الحالات (ج) إلى (و) فإن قيمة E‏ تنقص» ونكرر ا حسابات حتی نحصل 
على الحالة () أو (ب) . فإذاتمقق هذا فان تقريب جديدا للنقطة الثلی يكون : 
: گ۸ + 7X,‏ ری . إذا وقعت النقطة ,بر X‏ داخل متطقة اخلول المقبولة. 
فإنه يكن أخذ خطوة أخرى فی اتجاه ¡ 8 أو أخذ الخطوة فی اتجاه Vix)‏ - 
حیث إنه لا يوجد أي قيد فعال عند هذه النقطة . 


(1,0) JU 
۱ : صغر الدالة‎ 
f(x,, X3) =X 1 + ع‎ 5 - 4 ,- 4۶ , + 8 
: محت الشترط‎ 


4«0 ہے g (X OX3)-2X1*2x‏ 
مستخدما نقطة مبدئية )0 ,0( > )2 (x , , X‏ مع أخذ : 


1 = وع , 001. =2 ع , 001. = € 


الحل 


g(x (۶-4 , ٤)۴ عند (0,0) =× , 8 ع(,‎ (1) 


۳۳۹ Dai في الخطية متعددة التغیرات وبقیود سر‎ inea JI 


التكرار الأول 


(ب) حيث 0 > (, *)رع نأخذ مجال البحث : 


S; =- Vf(x))-»- 





وهذا تمكن تطبيعه للحصول على (1 ,1) = sı‏ 
Cu)‏ لإيجاد النقطة الجديدة 26 » يجب علينا إيجاد طول خطوة مناسبة فی LEYI‏ 
چرس لیے ا AS‏ چ f(x‏ بالسية الى .۸ هنا: 
f(x +25 ,) = f (0 +A, 0 +2) = 225 8+ 8‏ 
عند 2 < ۸ فان و 
dA‏ 
لهذا فان النقطة المديدة معطاة )2,2( صر x‏ و 2( ), چ وحیث آن الشرط 
منتهك (غير محقق C‏ فان طول ا خطوۃ يجب تصحیحه ues‏ آن: 
7-4 ار 8 = اع ,2 > میرارع - 81 
من المعادلة Y)‏ 4 ,1( طول ا خطوۃ الجديد : 
TE‏ 
3 87-87 


وهذا يعطى 0 = ر را ۽ 8 وبالتالي فان f SD‏ ) = ر X‏ 

















۳۳1 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


۳۱ ١ اد‎ 5 Q ١ D *(0- S = 1.887 > و دع‎ : 


وبالتالي فان معايير التقارب لم تتحقق . 


التكرار الثاني 
(ب) حث g,-0‏ عند و X‏ لذا يجب إيجاد امجاه صالح مناسب 
(ج) use‏ عرض مسألة ایجاد الاتجاه كما فى العادلات A0)‏ ,3( 


f--d 
t, +21, + 0 + لاز‎ > 3 
4 


4 | 
taty‏ کا سا 1 سس 


2 سے ۷ + , ] 


oc‏ | دی 


2 کې ۷ + ] 

0 < ,)ا 

t52,0 

d> )0‏ 
cm‏ 4 لا ,و ۷و لآم ل متغیرات متممة غير سالبة وحیث إن الخلول الأساسة 
المکنه غير معروفة فإننا ندخل متغیرا اصطناعيا (artificial)‏ 0 < ور إلى القيد 
الثاني بإضافة الصيغة غير الممكنة و لا = ۷ يكن حل مسألة البرمجة الخطية كما هو 


موضح فی ا جدول (۱ ,1). 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متر اجحة vvv‏ 





المعامل الأكثر سالبية 
نلاحظ هنا أن معامل ,ا أكثر سالبية وبالتالی يدخل الأساس 











lolo ها ع‎ en | 


TIEBENK MN 





٤‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


کالاتی 
0و y 17y 27y‏ کس رک ےو حت و ,2 - [] 
وتكون القيمة الصغرى للدالة ؟ هي : 
۲-0٩ -‏ 


وحیث ان 0 d»‏ فان الإنجاه المطلوب هو : 


A t - 1 10 
Q ء‎ - z 
35 1-ر)‎ | -0.7 


: حیث أن , £ <" ل ننفذ الخطوة التالیة‎ (o) 
S = (1,-0.7) تح تنس ) 1.333 , 3 فی الاتجاه‎ (a) 
: و لاایجاد طول ا خطوۃ الذى يصغر الدالة» نصغر‎ 
f(x 2+ي‎ S ,) = f (1.333 + À , 1.333-0.7 À) 
= 1.494." - 0.42 + 0.889 


LA 2.98) - 0.420‏ 
dA‏ 
أى آن : 
0.134 = ۸ 
النقطة الخديدة هی : 
| 1.467 1.0 [ 1.333 ۱ 
5 4 + وع +À‏ ولاے و X‏ 
| 1.239 0.7- 1.333 | 








عند هذه النقطة القيد محقق حيث 0.055- = )3 (X‏ 8وحیث إن النقطة و X‏ 


تقع في نطاق منطقة الحلول الممكنة فإننا ننفذ الخطوة (ب) تستمر هذه التكرارات حتى 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة YYo‏ 
نحصل على الحل الأمثل عند النقطة )1.2 ,1.6( = x‏ وتكون القيمة الصغری 
للدالة ھی : 

08 ت۴ 


)٦,٣۳,۲(‏ طريقة الستوی القاطع 

تستخدم طريقة الستوی القاطع (cutting plane method)‏ لخل مسائل 
البرمجة غير الخطية المحدبة» وفيها تقرب القيود غيرالخطية إلى قيود خطية 
باستخدام مفكوك تايلور. عندما تكون دالة الهدف دالة خطية» فانه يكن حل 
مسألة البرمجة الخطية(المقربة)باستخدام طريقة السمبلكس . لاحظ أنه إذا كان الحل 
الذي حصلنا عليه فی حدود الدقة المطلوبة فإننا نعتبرہ حلا آمثل . وإذا لم يكن كذلك 
نبدأ من هذا الحل ونحصل على تقریب جديد باستخدام مفكوك تايلور حول هذا 
ا لحل ونعيد حل المسألة المطلوبة باستخدام طريقة السمبلكس ونکرر ذلك حتى 
نحصل على الدقة ا مطلوبة . 


تحويل المسألة 

يجب أن تكون دالة الهدف خطيةحتى يكن استخدام طريقة المستوى القاطع. 
فإذا كانت مسألة الامثلية تحتوي على دالة هدف غير خطية » فان الأمر يستلزم تحويلها 
إلى دالة خطية كما يلي : 
لنفرض أن المسألة العطاه هی : 

۲) ماج ده و ان‎ «LUI JA) 
:3 غیت الیو‎ 
(1,4 تق لا اسل 50 المع عه ای انت‎ 

بادخال متغير جدید؛ وليكن ہے (X‏ وتحويل المسألة إلى المسألة اللکافئة بالصبغة 


YYA‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


صعر : | X n+‏ 
نحت القيود : 
صو ,91,2], لک لوعن نود رو )٦,۹۳(‏ 
BOAT‏ 
لاک ی X‏ - اع سيو s.. Kadm IG‏ جو E xi UE‏ 
وهکذا بإضافة متغیر إضافي وشرط إضافي تحولت المسألة الأصلية 0 ,1) التی 
لها دالة هدف غير خطیةء إلى مسألة ذات دالة هدف ihs‏ 
لتفرض آننا نرغب في تصغیر : 
n‏ 
| =1 


حت الشر و ط : 


BASEO , j21,2,..,m 


الخوارزمية 
يكن تنفيذ خوارزمیة قطع المستوى بالخطوات التالية : 


X ,‏ قد لا حقق القيود 





البرمجة غير الخطية متعددة التغیر ات وبقیود متراجحة ۳۳۷ 


(1,40) g(x) - g(x) + Vgx,)) (x-x),j212.. m 


خحطوة Y‏ 
نضع صيغة جديدة لمسألة البر مجة الخطية ا مقربة وهی : 
صغر الدالة : C‏ 
ETE atu‏ 
g Vga) (x-x)x0,j-1,2..,m‏ 1,40( 


> ih 
X رب‎ JH نحل مسألة البرمجة الخطية لكي نحصل على متجه‎ 


خطوة ه 
نحسب قيم الطرف الأيسر للقيود الأصلية عند النقطة «Xi‏ أي نحسب 


قیم: 
LA. Jn‏ لو لاگ EX44)‏ 
عندما تكون : 
144m‏ ۱ لے € > ( ربز )8 
حيث 6 مقدار صغیر موجب ٹل درجة الدقة مع العلم ان جمیع القيود الأصلية 
محققة ‏ اخیرا نتوقف ونأخل : 
2 بين (GW) X‏ 
أما إذا كانت : 
J> 6‏ ہے لا ارزع 


لأي من قيم زنحدد الشرط أو القيد ( ,× )»2 الذي يحقق : 


YYA‏ © تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 


i+1 )|‏ ×)ر8| سے 7ہ 860 


J 
باستخدام العلاقة‎ X حول النقطة رہ‎ gu (x ) > 0 ثم نقرب القيد‎ 
(1 ` aV) g,(X) m وب لام‎ ( + Vg, (x i+] ) (x - Xii] ) > 0 


وبإضافة هذا القيد إلى مسألة البرمجة الخطية السابقة ليكون لدینا الشرط رقم ml‏ 


رع 1 

نضع 1+ 1 = 1 والعدد الكلي للقيود في التقريب الجديد 1 + "۳=" » ثم 
نعود إلى الخطوة رقم É‏ . 

نلاحظ أنه را يكون للمسألة ا خطیة المذكورة في المعادلة 0 )٦‏ حلا غير 
محدد أحيانا ويمكن تحاشي ذلك بصياغة التقريب الأول مع الأخذ في الاعتبار 
القيود التالية فقط : 

زلا > رع > | (1,4A)‏ 

حیث تمثل :۰11 : ۷ الحد الأدنى والحد الأعلى للمتغير إ X‏ على الترتیب » وتعتمد قيم 
TA‏ ¡ ا علي المسألة المدروسة وقيمها ويجب ان نختار الحل الأمثل للمسألة الأصلية 
A£)‏ ,1( بحيث لا يتجاوز المدى المذكور بالعادلات (A, 4A)‏ 


کن تعسير طريقة المستوى القاطع باستخدام المسألة الاتة ذات المتغير 
الواحد: 
| أوجد القيمة الكبرى 
f(x) = Cc, X‏ )1,33( 


نحت القيود 
g(x) > 0‏ ا 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة KEA‏ 


حيث ,6 ثابت» g(x)‏ دالة غير خطية في التغیر ‏ . 
اعتبر منطقة ال حلول الممكنة وکفاف (contour)‏ دالة الهدف كما هو موضح 
بالشکل ۲ ,1) ولكى نتجنب ا حل غير المحدود نأخذ الشروط على X‏ بحيث 
0 5 055 6 ذا اد الادنی والاعلی للمتغیر ‏ . پاستخدام هذه 
الشروط نصيغ مسألة البرمجة الخطية كالآتي : 
أوجد القيمة الكبرى للدالة 


f(x) = c, x‏ اہو 


گنت الشروط 
GSR Sd‏ 
يلاحظ أن © = X"‏ هو الحل الأمثل للمسألة الخطية» بعد ذلك نفك دالة 
الشرط g(x)‏ حول النقطة » لتحويلها إلى دالة خطية ثم نضيفها إلى فئة الشروط 
السابقةء وبالتالي تصبح مسألة البرمجة الخطية بالصياغة 
آوجد القبية الکبری للدالة : 
×ء = f(x)‏ (1,۱۰۱) 
تحت القيود : | 
0 > ۷ > 8 ۱۱ بت) 


C-1, 1*9 g )©( + SE (e). (c) «0 


تحددمقطقة الخلول للمتغیر x‏ طبقا للشروط و(۱۰۱ ,3( C23, T‏ 
[انظر شکل (٢٦٤)]ء‏ يكن ملاحظة ان الحل الامثل لمسألة البرمجة الخطية ali‏ بة 
بالعادلات (۰1,۱۰۱ب ج) هو ٥‏ = ٭×. نقرب الشرط 0 > (×)ع حول النقطة 
6 = ”× لتحویل معادلته غير الخطية إلى معادلة خطیةء وبإضافة فئة الشروط السابقة 
إليه نحصل على المسألة التالية للبرمجة الخطية ا مقربة كما يلي : 


۳۳۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 








(X) -0‏ ع 





f(x) ے‎ © |× 


الشكل رقم Y)‏ ,3( التمثيل البياني للمسالة المذكورة بالمعادلتين )3,44( 
gS EA‏ 


آو جد القيمة الکبری للدالة : 


(i, Y) f(x) = C, x 

: تحت القيود‎ 
(23, Y* Y) e 
وا ج)‎ Y g(c) + 4 (C).(x-c) > O 


51, EY) g(e) + E (e).(x-e) S Û 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة YY Y‏ 
نقرب القيد إلى معادلة خطیة حول النقطة > = × 
يكن ملاحظة المدي المسموح به للمتغير × طبقا للشروط CI,‏ 
و(١١٠51"س)و(١١٠59ج)و(1١١٠,5د)نقرب‏ الشرط 0 > J ,-g(x)‏ النقطة 
۴ = × ثم نضيف فئة الشروط السابقة CU Y Y)‏ لنحصل على تقريب جديد 
JL‏ البرمجة الخطية . 
نستمر في تنفيذ هذه الإجراءات حتى نحصل على ا حل الأمثل بدرجة الدقة 
المطلوبة . ومن الشكل CU, Y)‏ والشكل )١, E)‏ يكن ملاحظة أن الحلول المثلى 
لجميع مسائل البرمجة ا خطیة المقربة (مثل النقط .....,6,1,©) تقع خارج منطقة 
الحلول الممكنة وتتقارب فی اتجاه الحل الأمثل الحقيقي x=a‏ [ وهذا محقق 
حف لو کانت المسألةمتعددة المتغيرات ]. 





من المفترض الاستمرار في إجراء هذه العمليات حتى نحصل على حل 
للمسألة المقربة للقيو د الأصلية ليحقق درجة دقة معينة» أي أن 
ex.) > ۶‏ 
حرق 6 کمية صف ة مو جبة و هو امحل الأمثل للتقریب ۴ لسألة البرمجة الخظية. 
يلاحظ أن ا خطوط العر فة بالعادلة : 
لجميج فیم کا 
dg WEN. aw)‏ + 
cxi [x - x |‏ +- داع 
تقطع جزء من منطقة الحلول الممكنة» ولهذا سميت هذه الطريقة بطريقة 
المستوى القاطع . 


YY Y‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


تقریب القوطبا B(X)‏ الى معادلة خطية حول التقطة XsC‏ 


g(c) ی0‎ (c)(x-C) 
| dx 


| X > 0 الشرط 0 > ((): إلى معادلة خطية حول النقطة‎ PT Y 





| do, 7 
e(e) + (e)(x-e) 
c dx 


الشكل رقم (S, Y)‏ تقريب الشرط إلى معادلة خطیة حول € = × . 


لیر مجة غير ا خطية متعددة التغیرات وبقیود متراجحة ۳۳۳ 


تقریب الشرط 0  g(X)€‏ معادلة خطية حول النقطة ء۸ 


0+۶ (0) (x«) 
X 


g(x) > 0 
e(e) 4 ۶ (e) (xe) 
dX 





الشكل رقم .)٦,٤(‏ تقریب الشرط إلى معادلة Lh‏ حول © =×. 


۱۳۹4 تقنیات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
JU»‏ 1,0( 
صغر الدالة : 
f(x ,.x5) > Xi -X5‏ 


تحت القيود : 


Ane u 3x 7 zx. iem 


أل تم judi‏ وبالتالي فان سلطا هي مسألة iio‏ . یتضح من 
مثيلها البياني أن الحل الأمثل هو (0,1) = [x1.x2)‏ وعندها يكون: 


الحل 
باتباع ا خطوات ١ء ٢‏ نبداً باي حل يتحاشى إمكانية أن يكون الحل Ë‏ 
عير محدود وليكن ذلك اختیار : 
En AF a 8 8‏ 
ثم نحل مسألة البرمجة الخطریةالاآتیة : 
أوجد القيمة الصغرى للدالة : 
f(x,.x3) > Xi - X‏ 
حت اليو د: 
EK 2‏ 
کو کے کے کے لن CU YT)‏ 
يكن ا حصول علي حل هذه المسألة كما يلى : 


x= )-22( , f(x ,,x (4 


خطوة ۱ 


حيث إننا حصانا على مسألة برمجة خطية واحدة فإنه يكن أخز : 


۳۳۵ مجة غير الخطية متعددة التغیر ات وبقیود متراجحة‎ JI 
X i TX = {-2,2} 


ع < 23 2 ( ,8 
vb‏ نقرب الشرط (×) رع حول النقطة 





: حيث إن‎ X, 














Vg x) (x -X,) > 0‏ + (),ع > gix)‏ ریغ 
aë‏ ے T‏ ظ ر08 T‏ 
6- - ,2 6)۔ سم 23 - (يعارع 
E‏ — ۷۹ 08 
ox; lx. - (-2x, + 2x4). = 8‏ 








عندئذ نصبح العادله )3.36( هلو 
«8x, -0‏ ,«16- = 2,6 


بإضافة هذا القيد إلى مسألة البرمجة الخطية السابقة فإن المسألة الجديدة تصبح 


f(x,,X5) =X, - X; 


نحت القيود : 


CY) COE, €2 
(1, ۱۰۵( | -2 م۲ ک‎ > 2 
۱-105, + 8x, - 25 > 0 


خطوة Y‏ 
ضع رقم التکرار 2 =1 ثم انتقل إلى الخطوة ٤‏ . 


۲۳ تقنیات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


خطوة t‏ 
بحل مسألة البرمجة الخطية المذكورة في المعادلة(5 (I, ٠١‏ نحصل على الحل 
f, = f(x,) = -2.5625‏ و [0.5625,2.0] = x,‏ 


خطوة ه 
حیث إن ع > 6.1992 = (x)‏ 1 فإننانقرب (۴), g‏ حول النقطة X,‏ 


كما يلى : 


PG V) e (x) eg, (x4) + Vg, (K+) Dk - x5 )«0 
رع‎ (x4) = 6.19972 , انت‎ = JAM. 9g, | 25.125 
۱3 0X, jx, Ox, |x. 








وتصبح المعادلة 0 ۱۰ ,1) على الصيغة : 
g,(x) = -7.375x, + 5.1257 - 8.19922 > 0‏ 


وهذا يعطينا مسألة البرمجة الخطية الجديدة 
أوجد القيمة الصغرى للدالة : 


f(x کیم‎ X5)-7X,-X» 


نحت القيود التالية : 


-16x , + 8 25 > 0‏ انج 


-T. 375 x,45.125x, -8B.19922 کے‎ 0 


15,4 
ضع 3 -1 ثم انتقل إلى الخطوة ۷ 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة FEN‏ 
خطوة ۷ 


حل مسألة البرمجة الخطية المقربة للمعادلة (۱۰۷ ,1( ایل علي ۳ 
1.72193- = (ر۴×)ر؟ , )0.2787,2.00( = X4‏ 


تستمر هذه الاجراءات حتی یتحقق شرط التقارب © > 9 gis‏ فی الخطوة ۵ 


)٦, £)‏ الطرق غير الباشرة 
فى معظم الطرق غير الباشرة (indirect methods)‏ تحل المسألة المقيدة كمتتابعة 
من المسائل غير المقيدة» وسوف نناقش بعض هذه الطرق في هذا البند. 


(TEA)‏ تقنیات التحویل 

لبعض مسائل الأمثلية المقيدة قيود مثلة بدوال بسيطة في ا متغیرات وفي مثل 
هذه الحالات فإنه من الممكن تبديل المتغيرات بحيث تتحقق adl‏ ذاتياً. 

في الحالات الاخری» من الممكن معرفة أي من القيود تكون فعالة 
(يلاحظ بأن La atl‏ بالشرط الفعال هو الشرط الذي یتحقق مع إشارة أو علامة 
التساوى )عند ال الأمٹل . فی هذه الحالات يمكن استخدام معادلة القيد 
الخاصة (X)‏ ع لكي نحذف بعض التغیرات من المسألة» وسوف تعرض كل 
الحالات السابقة فی طریقتینء وهما طريقة تبديل التغیرات وطريقة حذف 
المتغيرات . | 


g (x) diam‏ دوال واضحة (صريحة) فی التغیرات .× ولها 
صیغ بسیطةء فيكون من المحتمل عمل تحويل للمتغيرات المعتمدة (غير المستقلة) 
بحيث تتحقق القيود ذاتيا. لذا فانه من للحتمل تحويل مسألة الأمثلية المقيدة إلى 


YY A‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


مسألة غير مقيدة بعمل تبديل للمتغیرات . وأحد أنواع القيود التي تصادفنا كثيراً 
ويمكن أن یتحقق بهذه الطريقة هي القیود التي تكون المتغيرات فيهامحدودة من 
أسفل ومن أعلى بثوابت معينة أي أن يكون : 
Sx. SU;‏ ا Y* A)‏ ,3( 
حیث :1 :11 هي الحد الأسفل والحد الأعلى على الترتيب التي تحد المتغير X.‏ 
تتحقق هذه القیود بتحویل المتغير X;‏ على الصورة : 
x, =l; + (u; -1;) sin^y,‏ 1 ۲ 
حيث ولا هو متغير جدید يكن أن يأخذ أي قيمة . 
في الحالة الخاصة وعندما یکون المتغير X;‏ في الفترة (0,1) يمكننا استخدام أي 
تحويلة من التحويلات ASSI‏ : 


(1,39 6) 





ومن ناحية أخرى إذا كانت المتغيرات محددة وتأخذ ق, قيمأتقع بین 1.1< فإنه یکن 
اختيار أحد التحویلات 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة A‏ 


(15,1439 





وبعد تطبيق هذه التحویلات فإن النهاية الصغرى غير المقيدة تعطى بدلالة المتغيرات 
الجديدة. ويجب ملاحظة النقاط التالية إذا أردنا استخدام طريقة التحويل : 
١‏ - يجب أن تكون الشروط (X)‏ ع دوال بسيطة في Xi‏ 
۲- قد لا يكون من السهل إيجاد التحويلة الضرورية لبعض القيود . 
۳- يفضل عدم استخدام التحويلة التي تستنفد کل القيود؛ لان التحویل 
الجزئي قد ينتج دالة هدفا يكون إيجاد القيمة الصغرى لھا أصعب مقارنة 
بایجاد القيمة الصغری للدالة الااصلية . 
ولتوضیح هذه الطريقة نورد ا مثال التالي : 


مثال (1,V)‏ 
وجد آبعاد متوازي الستطیلات التي تجعل حجمه آکبر ما يكن بشرط ألا يزيد 
ارتفاعه على EY‏ سم ولا يزيد مجموع محیط قاعدته وارتقاعه على VY‏ سم . 


ا خل 
شرض أن ,× (X2‏ 5 تمثل الارتفاع والطول والعرض على الترتيب . 


يمكن كتابة النموذج الرياضي للمسألة كما يلي : 


f(x, , X5, X1)-7X, X, X3‏ نو ریا 


2 تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


تحت القيود : 


IK, > 2‏ لو ہے (۳ت 
YE) Ky > 2‏ 2 1 ) 
and x4,20‏ بت 4 50 )0 ,3( 


ندخل متغيرات جديدة ys cYa «yj‏ كما يلي : 


[ 51791 اي ان‎ Y17^1 


(1,3 YU 





X5—7y2 أي أن‎ y57X» 
۱۷ - ^ ںرسرں أى أن‎ 23+2۴ 
٦ ۵ءء‎ x37 Y ار ای ان )122 لا-و‎ rens E 
كمايلى:‎ (1, 30) - CU, WO عندئد يمكن التعبير عن القيود‎ 
|o >> کر‎ 2 


)٦,۱۱۸( 0 > وہ‎ 36 





2 کو > 0 
حيث يكن اخصول على الحد الأعلى للمتغير و ۷ بوضع 0-×-,× فی المعادلة 
VY)‏ حیث إن ,۰۶ ر× مقيدة لكونها موجبة» فمن البدهى أنه لا يمكن أن 
تناظر قيمة سالبة للمتغير و5 (حجم سالب) قيمة عظمى للدالة ؛ وبالتالى فیمکن 


YA)‏ ,1( داتيا إذا عرفنا المتغيرات ,۰2 Z4 «Z4‏ كمايلى: 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة ۲٤١‏ 
sin?z,‏ 42 سر 
sinz,‏ 36 عدولا )139 ,1( 
sinz,‏ 72 دولا 


فاذا استخدمنا العادلات (۱۱۷ ,40 119 C,‏ قإتهعكن ريل مسألة الامٹلیة 
المشروطة إلى مسألة الأمثلية غير المقيدة التالية ء وهی إیجاد القيمة العظمی للدالة : 


12, (و22:2:‎ = ju sin^z,)(36 sin^z, X72 sinz, 






CU V 9) -42 sin^z, - 72 sin?z;) 


= 4536 sin?z, sin^z, (12 sin^z,-7sin?z, -12 sin ^2) 


لإيجاد أكبر قيمة للدالة 4 » نستخدم القيود أو الشروط الضرورية التالية : 
of‏ 


—(4536)(4) sin z, cos z, sin^z, (6 sin?z, - 7 sin?z, - 6 sin?z,)-0 





(3, YYY) 


of "m "TN WE 
—— -(4536)(2) sin ? z,sinz و‎ cos z, (12 sin?z, - 7 sin “Zz, -24 sin^z;)-0 
La 


UI) 


of فا‎ a5. | 
(1, TY) ——7(4536)(24) sin” 2, sin ^ z; ٩10 م2‎ cosz, =0 


و 





يتضح من الہ ادلة )٦,۱۲۳(‏ أن 0-,2 sin‏ أو 27-0 sin‏ أو 27-0 0 أو 
cos z,-0‏ . نلاحظ أنه إذا آخذنا sinz,-0‏ أو sinz,-0‏ فإنه لا يكن الحخحصول 
على أى معلومات عن ہ2 أو 2 من العادلات الاخری و بالت‌شانه سیژدی اذ 
sin z;-0‏ إلى حل تافه e e)‏ الفائدة) 0 سرع =2 من المعادلتين Y YU‏ ,1( 


۳:۲ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 

و(۱۲۲ CU,‏ لذلك يجب أن تساوی و2 COS‏ الصفر لتتحقق العادلة (۱۲۳ ,3( 
وهذا يؤدى إلى ssin^z,-1 ol‏ کے 028ھ و جر زد وینتظر هلا ال 
قیمة عظمی نسبیه للدالة f‏ باستخدام المعادلة )٦١١۹(‏ والمعادلة )٦,۱۱۷(‏ فان 
حل المسألة باستخدام المتغيرات الأصلية هو (12 , 12 , 024( , ز× (X1.‏ 

أي أن الارتفاع يساوي 74 سم ء والطول يساوي ۱۲سم؛ والعرض يساوي 
۲سم ويكون آکبر حجم هو faa = 3456 0m‏ 


طريقة حذف المتغيرات 

تعتمد الطريقة الثانية وهی حدف التغیرات (elimination of variables)‏ على 
استخدام القیود الفعالة فى حذف بعض التغیرات . لنفترض أن لدینا مسألة أمثلية 
لھا" قيد على « TH‏ متراجحات من حتما yi‏ تكون جميعها فعالة عند التقطة 
UI‏ . فإذا كان من المعروف أن تكون أي من الشروط فعالة عند النقطة «Jal‏ 
فيمكن باستخدام معادلات هذه الشروط حذف بعض المتغيرات من المسألة . لهذا لو 
كان من المعروف أنه يوجد عدد (ren)‏ من القیود الفعالة عند النقطة ا ثلی ء فيمكن 
حذف أي ۲ من المتغيرات فی المسألة ونحصل بذلك على مسألة جديدة لها عدد n-r‏ 
من المتغيرات و 10-1 من القيود. 

سيكون حل هذه المسألة الجديدة أبسط من حل المسألة الأصلية. العائق 
الرئيسى لهذه الطريقة هو ص صعوبة معرفة أي من القيود يكون فعالاً عند النقطة المثلى ؛ 
لذا ففي المسألة العامة التي لها m‏ من القيود نحتاج إلى التأكد من الآتى : 

(b‏ إيجاد القيمة الصغرى للدالة (×)۴ بدون أي شروط (بفرض عدم وجود 
فيود فعاله عند النقطة JA‏ ( . 

(ب) إيجاد القيمة الصغرى للدالة f(x)‏ بأخذ قيد مساواة (بفرض أن الشرط 
فعال عند النقطة المثلى) . 





البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة YtT‏ 

(ج) إيجاد القيمة الصغری للدالة f(x)‏ بأخذ کل التبديلات الممكنة من 

القيود» فعلى سبيل المثال يأخذ قيدين ( بفرض أن هذين القيدين فعالان ) وهكذا BP‏ 

وجد أي حل يحقق شروط كون توكر الضرورية فمن المرجح أن يكون هذا الحل نهاية 

صغرى محلية للمسألة الأصلية . يلاحظ أنه فی حالة عدم معرفة أي من القيود 
ستكون فعالة عند النقطة المثلى» فان عدد المسائل المتوقع حلها هو : 





| +m p Dn) , mim-1Xm2) نے‎ , m SV m 
2! 3! (m-n)n! k= o k! (m-k)! 


وعلى سبيل المثال إذا كان للمسألة الأصلية 5 متغيرات وعشرة قيود» فان عدد 
المسائل المتوقع حلها هو : 


5 
10! 


(10-k)! 1‏ شا 
ويلاحظ أن هذا الرقم کبیرجداآ . 


مثال )٦۸(‏ 
آوجد حل JEU‏ الذكورةفى الخال (1,۷) بفرض أن القید C, YW)‏ فيد 
فعال عند النقطة JM‏ . 


اخل 
يكن صياغة المسألة كما يلى : 
أوجد القیمة العظمی للدالة : ۱ 
و (T, €7 I3, a Kas X44 X,‏ 
حت القمود : 
72- 2۷ + عر سی 11 ,1( 


0. Wy ۲ 52 


Yiz‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
TE!‏ (۱۲۷ ,۲) 
X420‏ ۲1.۸ 
a 2‏ )14 ,1( 
بإستخدام المعادلة (۱۲۵ ,1) يكن التعبير عن X,‏ بالمعادلة : 
W'*) x, = 2)36 - x, - x)‏ ,3( 
ويمكن التعبير عن دالة الهدف بالمعادلة : 
X2X3)‏ - ×2× - وڈو× 2)36 = f(x? , x4)‏ (1,۱۳۱) 
الات یکن إيجاد القيمة العظمی للدالة f(x) , X4)‏ غل اعتبار آنها مقيدة ویکون 
JH‏ مقبولاً إذا حقق القيود من (1,۱۲۲) إلى (۱۲۸ CU,‏ بحل العادلات : 
of |‏ 
ox;‏ 
01 
OX 4‏ 
نحصل على x5712‏ و X412‏ ويؤدي هذا إلى أن قيمة 1224 X‏ من المعادلة 
(1,۱۳۰) وحیث أن هذا الل یحقق القیود من (۱۳۰ ,1) إلى (1,۱۳۲) فانه 
یعتبر حلا للمسألة الاصلية» ویکون أكبر حجم لتوازي الستطی لا 


| * * * * * ۷ رب 





EY. YETI = 2(36 X4 - 2X5X4 x x2) =0 


(V, WY) 





= 2)36 x,-Xx5- 2x;x,) > 0 





Y)‏ ,£ ,1( آساسیات تقریب طريقة الدالة الجزائية 
طريقة الدالة الجزائية تحول مسألة الأمثلية الأساسية الي صيغ بديلة حيث يمكن 


ایجاد ا حلول العددية عن طريق حل تتابع من مسائل التصغير غير المقيدة. اعتبر 
مسألة الأمثلية الأساسية على الصورة التالية : 


Yiz‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
TE!‏ (۱۲۷ ,۲) 
X420‏ ۲1.۸ 
a 2‏ )14 ,1( 
بإستخدام المعادلة (۱۲۵ ,1) يكن التعبير عن X,‏ بالمعادلة : 
W'*) x, = 2)36 - x, - x)‏ ,3( 
ويمكن التعبير عن دالة الهدف بالمعادلة : 
X2X3)‏ - ×2× - وڈو× 2)36 = f(x? , x4)‏ (1,۱۳۱) 
الات یکن إيجاد القيمة العظمی للدالة f(x) , X4)‏ غل اعتبار آنها مقيدة ویکون 
JH‏ مقبولاً إذا حقق القيود من (1,۱۲۲) إلى (۱۲۸ CU,‏ بحل العادلات : 
of |‏ 
ox;‏ 
01 
OX 4‏ 
نحصل على x5712‏ و X412‏ ويؤدي هذا إلى أن قيمة 1224 X‏ من المعادلة 
(1,۱۳۰) وحیث أن هذا الل یحقق القیود من (۱۳۰ ,1) إلى (1,۱۳۲) فانه 
یعتبر حلا للمسألة الاصلية» ویکون أكبر حجم لتوازي الستطی لا 


| * * * * * ۷ رب 





EY. YETI = 2(36 X4 - 2X5X4 x x2) =0 


(V, WY) 





= 2)36 x,-Xx5- 2x;x,) > 0 





Y)‏ ,£ ,1( آساسیات تقریب طريقة الدالة الجزائية 
طريقة الدالة الجزائية تحول مسألة الأمثلية الأساسية الي صيغ بديلة حيث يمكن 


ایجاد ا حلول العددية عن طريق حل تتابع من مسائل التصغير غير المقيدة. اعتبر 
مسألة الأمثلية الأساسية على الصورة التالية : 


البر مجة غير الخطية متعددة التغیرات وبقیود متراجحة ۳:۵ 
اول × التى : تصغر الدالة f(x)‏ نحت القیود التالية : 


DLE SO, j-1,12,..,mm 
: تتحول هذه المسألة إلى مسألة تصغير غير مقيدة بتكوين دالة على الصورة‎ 
m 
) Way = Ó(x, rj) - fx) + r, X G, [g :)×([ 
j=l 


حيث : G‏ (وتعرف بدوال الحاجز) هي بعض دوال في القيود ,8 و 9 fr‏ متتابعة 
مطردة التزايد أو التناقص من الاعداد الموجبة وتعرف بمتتابعة معالم الجزاء وتحقق 
لشرط m ٢٢۶٢‏ (في حالة التناقص). 

SH EA‏ مر رب بتکوین دالة على الصورة: 


ni 


(3, V6) Pk = D(x, r) = f(x) +r, E G [g [(×)ر‎ 
j=] 


حیث j‏ 3) (وتعرف بدوال الحاجز) هي بعض دوال في القيود .8 و 7 ۲ هو 
متتابعة مطردة التزايد أو التناقص من الأعداد الموجبة وتعرف بمتتابعة معالم 7 
وتحقق الشرط 20 ۲ Lim.‏ (في حالة التناقص). . 

يسعى اد الشائی في الججهة الیسنی من الماد (۱۳ ,3( حدالحزاء وسوف 
تظهر أهميته فيما بعد. إذا كان التصغیر بدون قيود لدالة © مكرر من أجل متوالية من 
قيم معلمة الجزاء p‏ 7 فإن الحل يكن تقريبه لكي يصبح كحل للمسألة الأصلية 
العرفة بالحادلة (5,173) ا فوالسي الذی من اأجله عرفت 
طريقة دالءة ادو ايس باس اليب الا علتے للم توالية قير TEC‏ 
(Sequential Unconstrained Minimization Techniques)‏ ویخت ص بالرمز 


.(SUMT) 


البر مجة غير الخطية متعددة التغیرات وبقیود متراجحة ۳:۵ 
اول × التى : تصغر الدالة f(x)‏ نحت القیود التالية : 


DLE SO, j-1,12,..,mm 
: تتحول هذه المسألة إلى مسألة تصغير غير مقيدة بتكوين دالة على الصورة‎ 
m 
) Way = Ó(x, rj) - fx) + r, X G, [g :)×([ 
j=l 


حيث : G‏ (وتعرف بدوال الحاجز) هي بعض دوال في القيود ,8 و 9 fr‏ متتابعة 
مطردة التزايد أو التناقص من الاعداد الموجبة وتعرف بمتتابعة معالم الجزاء وتحقق 
لشرط m ٢٢۶٢‏ (في حالة التناقص). 

SH EA‏ مر رب بتکوین دالة على الصورة: 


ni 


(3, V6) Pk = D(x, r) = f(x) +r, E G [g [(×)ر‎ 
j=] 


حیث j‏ 3) (وتعرف بدوال الحاجز) هي بعض دوال في القيود .8 و 7 ۲ هو 
متتابعة مطردة التزايد أو التناقص من الأعداد الموجبة وتعرف بمتتابعة معالم 7 
وتحقق الشرط 20 ۲ Lim.‏ (في حالة التناقص). . 

يسعى اد الشائی في الججهة الیسنی من الماد (۱۳ ,3( حدالحزاء وسوف 
تظهر أهميته فيما بعد. إذا كان التصغیر بدون قيود لدالة © مكرر من أجل متوالية من 
قيم معلمة الجزاء p‏ 7 فإن الحل يكن تقريبه لكي يصبح كحل للمسألة الأصلية 
العرفة بالحادلة (5,173) ا فوالسي الذی من اأجله عرفت 
طريقة دالءة ادو ايس باس اليب الا علتے للم توالية قير TEC‏ 
(Sequential Unconstrained Minimization Techniques)‏ ویخت ص بالرمز 


.(SUMT) 


او تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


يكن تقسیم صياغة دالة ا حجزاء من أجل المسائل ذات القیود التراجحة إلى 
نوعين تسمى الطرق الداخلية والخارجية ففى الصيغه الداخليةبعض الصيغ المعروفة 


1 


)٦,۱۳۷( G ;-———‏ 
i g ;(X)‏ 
| لتار logl-g‏ حر WA) G‏ ,3( 
وبعض الصيغ شائعة الاستخدام لشكل الدالة ; G‏ فى حالة الدالة الحزئية الخارجية 
هي : 
max [0,g,;(x)]‏ عر ATE G‏ 
" 6013, ع , 0] G ,-imax‏ 1,7( 


تقع جمیع القیم الصغری غير المقيدة للدالة ‏ ۰۵ في الطرق الداخلية» في 
منطقة الحل المکن وتتقارب إلى حل التراجحة (4.28)من الداخل عندما تتغیر > ۲ 
بأسلوب معين . 

أما القيم الصغرى للدالة ۽ © غير ا مقیدةء في الطرق الخارجية» فتقع جميعها 
في منطقة الحل الممكن وتتقارب إلى ا حل المطلوب من الخارج عندما تتخول م r‏ 
بأسلوب معین . ۱ 
فی شكل (1,0) تتقارب ۽ © غير المقيدة للمسألة البسيطة التالية : 


أو جل [, * ]- x‏ التي تصغر f(x) 20x,‏ 


البرمجة غير الخطية متعددة التغیر ات وبقيود متر اجحة ۳:۷ 


محت القيد: 


gı) 8ع‎ - ۶ < 0 


من الشكل )1,0 CI‏ يكن مشاهدة ان القيمة غير المقيدة للدالة p)‏ ۲ و )40 
تتقارب إلى النقطة المثلى ۱ X‏ عندما يتزايد المتغير ۽ T‏ تتابعیا. من ناحية اخری تعطى 
الطريقة الداخلية الموضحه فى الشكل ( 0 ,1 -ب ) تعطی تقاربا عندما ينقص المتغير 


پ۰ اسيا 
f(X) = 0 X,‏ 
الفقطة المكلى 





G;[g;(x)] = [maxto, go] (1-7, الشکل رقم(۵‎ 


Y£A‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


Pn) 
Bx. 


B $ (XK, ) 





الشكل رقم )73,0 ب). /g;09‏ 1- = [50) رع] ,0 
سوف نناقش فیمایلی خوارزميات الدوال ا حزائیة الداخلية و الخارجية . 


طريقة الدالة الجزائية الداخلية 

کماآشرنا سابقا في طريقة الدالة الجزائية الداخلية» فإنه یتم إنشاء دالة 
جديدة (الدالة (O‏ بزيادة حدو دود الجز اء لدالة الهدف . يتم اختیار n"‏ د الجزائية 
بحیث تكون قیمهاصغيرة عند النقط البعيدةمن حدودا لقید. وتصل إلى 
اا ند الاقتراب من حدود لد لذلك عندماتبداً عملية تصغی, الدالة 
vr)‏ 4)۴ غير المقيدة من أي نقطة ممكنة , cx‏ فان التقاط المتتالية الولدة ستقع دائما 
في منطقة الحلول الممكنة. لان حدود القید تعمل کحواجز خلال عملية التصغیر 
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ولهذا السبب يطلق على عملية دالة ا جزاء الداخلية طريقة الحاجز فی دالة #المعرفة 
کالتالی : 
EY (x sr) = f(x)-r, - d J‏ ات 
يلاحظ أن قيمة الدالة عي أكبر من حيث gja)‏ تكون سالبة لجميع 
التقاط الممكنة وإذا تحقق أى قيد g;(x)‏ ( بعلاقة مساواة ) فان قيمة 4 تؤول الى 
مالانهاية . و يؤدي هذا إلى وجود عيوب رئيسية عند استعمال المعادلة )1,١55(‏ 
حیث إن هذه الصيغة لا تسمح بمخالفة أي قيد» فهي تتطلب نقطة بداية ممکنة ( تحقق 
جميع القيود ) للبحث نحو النقطة المثلى. وسوف نوضح طريقة لإيجاد نقطة البداية 
الممكنة. حيث أن نقطة البداية» وكذلك النقاط المتتالية المولدة بهذه الطريقة تقح 
داخل منطقةالحل للفراغ المصمم ء لذلك صنفت هذه الطريقة على أنها صياغة 
الدالة الجزائية الداخلية. يكن تلخيص الإجراءات التكرارية لطريقة ا خاجز 
(barrier)‏ فيما يلى : 
العمليات التتكرارية 
١‏ - ابدأ بنقطة أولية , X‏ تحقق جميع القیود بدون تحقق علامة التساوي. أي أن : 
g ;(X) «0 . 5812.2;‏ 
وقيمة aJ al‏ 0< وضع .k-1‏ 
؟ - صغر الدالة (م ۲, 4)۴ باستخدام أي من طرق التصغير غير المقيدة واحصل 
على الخل Xy‏ 
۳- اختبر ما إذا كانت ۽ × ھی ا حل الأمثل للمشكلة الأصلية . فإذا كانت » × هي 
النقطة ا مثلی أوقف العملیات. وإذا لم تكن كذلك فانتقل إلى الخطوة 
التالية . 
٤‏ - أوجد قيمة معلمة ا حزاء التالية ٠‏ ]من العلاقة 6.1 = رہم حیث 1 > 6. 


Yo»‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
0- ضع 1+ K‏ .عا مع أخذ نقطة البداية امحديدة )×= , × ثم ارجع ونفذ 
الخطوة ۲. 
یوجد عدد من النقط التی يجب اعتبارها عند Las‏ هذه الطريقةء وھی : 
CO)‏ ملاحظة عدم توفر B‏ 
(ب) يجب ايجاد قيمة مناسبة لمعلمة الجزاء الإبتدائية ٠‏ ۲ 
(ج) يجب إيجاد إختيار قيمة مناسبة لمعامل الضرب € . 
(د) يجب إختيار أسلوب تقارب مناسب لمعرفة النقطة المثلى 
Ca)‏ يجب ان تكون القيود معايرة (normalized)‏ بحيث إن كلا منها يكون 
بن )1,0-( فقط 
وسوف ننافش هذه المفاهيم فیما يلي : 





ة البداية فی بعض الحالات 


نقطة البدء الممكنة , × (التي تحقق جميع القيود) 
فى المسائل العملية من الممكن إيجاد نقطة مبدئية تحقق جميع القيود. pim‏ 

بعض المواقف حيث النقط الممكنة مصممة. فإنه لیس من السهل إيجاد هذه النقطة . 

في مثل هذه ا حالات يكن إيجاد هذه النقطة باستخدام طریقة الدالةالجزائية الداخلية 

كما يلى : 

-١‏ اختیار نقطة اختيارية , ٭×. حيث إن النقطة X,‏ اختيارية فمن المحتمل أنها لا 
تحقق کل القيود بإشارة عدم التساوی "TENES‏ فادا كانت ۲ مرن الشروط T‏ 
عد‌دها m‏ غير محققة أى أن : 

g;(x,) >0 ,j=1,2,...m-r 
)٦,۱٤١( 
g,(x,) 20 jezm-r-1,m-r242,....m 
۴ وذلك بایجاد» مت ان‎ X , القيد الا كر انتهاکا عند النقطة‎ -T 


(1,166) g,(x,) = max [g;(x,) و‎ jem-r-l,m-r*2,..., m | 
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۳- الآن ضع صياغة لمسألة أمثلية جديدة كما يلي : 
أوجد x‏ التي تصغر gu (X)‏ تحت القيود : 
g(x) S0, j-1,2,..,m-r‏ 
و j = BFL, m-r*2,..., k-1, kel... m‏ ,0 ک ,(x,)‏ - رعرع 
-٤‏ حل مسألة الامثلية الصوغة في الخطوة (Y)‏ بأخذ النقطة X,‏ كنقطة بداية عکنة 
واستخدام طريقة الدالة الجزائية الداخلية مع ملاحظة أن الاجراءات تتوقف 
عندما تكون قيمة دالة الهدف gi (X)‏ أقل من الصفر . ولهذا سوف یکون 
الحل الناتج X,‏ محققا» على الأقل» قيد زيادة على الذي حققته النقطة ,× . 
۵- إذا كانت القيود غير محققة عند النقطة X p‏ ضع نقطة البداية الجديدة ,ا = X,‏ 
ثم أعد ترقيم القيود بحيث تكون القيود الاخيرة التي عددها 1 غير محققة ( مع 
ملاحظة ان قيمة T‏ سوف تكون مختلفة عن سابقتها ) ثم نفذ الخطوة (Y)‏ هذه 
الإجراءات تتكرر حتى تنحقق كل القيود» ونكون قد حصانا على نقطة 
X‏ > : , 6 التي لها : 


g ,((X)«0 ۰ Iw ہے کپ‎ pH 


القيمة الأولية لمعامل الجزاء (r,)‏ 

ما أن دالة التصغير غير المقيدة (م۲ ,4)5 يجب إجراؤها لمتتابعة متناقصة ٢ء‏ 
فقديظهر أنه باختیار قيمة صغيرة جدا للمعامل , ۲ يمكتنا تفادي عدد زائد من 
التصغيرات للدالة #ولكن من وجهة نظر حسابية » يكون من السهل تصغير الدالة غير 
المقيدة rj)‏ ,۵0 . إذا كان ٢‏ كبيرة يكن مشاهدة ذلك من الشکل )£ -۱ب) حيث 
جشح آن قيمة الدالة #تتقير أكثر سرعة بجوار القيمة الصغری ی4 حيث إنه من 
الأسهل إيجاد القيمة الصغرى لدالة يكون رسمها أكثر نعومة «(smoother)‏ سوف 
يكو ن التصغیر اللقبد للدالة آکثر سنهولة إذا كانت كبيرة: 


YoY‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


على أية حال ستكون القيمة الصغرى للحل ۰۱6 » ۵ أكثر بعدا عن القيمة 
الصغرى الطلوبة X‏ إذا كانت T,‏ كبيرة لذلك فإنه يتطلب عددا زائدا من التصغيرات 
غير المقيدة للدالة re)‏ ,)0 (لعدة قيم للمعامل Cr,‏ للوصول إلى النقطة bp x”‏ 
أختيرت ر۶ لكي تكون عددا كبيرا جدا. لذلك يجب اختيار قيمة معتدلة لمعامل 
الجزاء الأولى £T,‏ عمليا تساوي قيمة ,۲ التي تعطی قیمة(,۲ $(X,,‏ تقريبا 1.1 
إلى 2.0 مضروبا في قيمة الدالة (, 16 وجدت بأنها مناسبة جدا في إيجاد تقارب 
سريع للعملیة . لذلك فلأي نقطة بداية X, S‏ فان قيمة ,۲ تؤخذ كالتالى : 
من )20.1 و الی ی r, - 0.1 ML‏ )1,36( 
PES‏ 


10ر6 2 


عند إختيار القيمة الأولية »۲ ء فان القيم التالية للمعامل ۽ ۲ يجب اختيارها 


بحيث إن : 


CT YEN) far E Ti 
: للملائمة فان قيم م ۲ تختار تبعا للعلاقة‎ 
(3, £A) ۳ کین‎ CT, 


: نحيث إن 1 > 6 وقيمة © يمكن أن تؤخذ كالآتى : 
1 أو 02 أو 0.5 أو . . . إلخ 


ما أنه يجب إجراء عملية التصغیر غير المقيدة للدالة ل ۲ و 00 لقيم متتابعة 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة YoY‏ 

المثلى ولتفادی عدد كبير غير ضروری من التصغيرات غير المقيلة . 

یکن io ca eU‏ بينم تحققالشروط ال تال 
اد النيیقع تحت رقم مشر 1 Ti E‏ 
f(x ¢) - (a) <‏ 
رن f(X‏ 
۲- الفرق بین النقطتين المثلتين Ki‏ و ES‏ یصبح صغیرا جدا وهذا يكن الحكم 
عليه بعدة طرق سوف نورد بعضا منها فيما يلي : 


EN 


l 








وہ > | kax);‏ )*0 ,1( 
AX =X, -A cu‏ و (Ax);‏ تکرن الر کبة 1 للمتجه AX‏ 
دع > | max (Ax);‏ 
(۱۵۱ ,3( 
بعك ax] - Hox) + (nx); + ... + (ax)? j‏ 
لاحظ أن القيممن ر 6 إلى ۾ £ يجب اختيارها اعتمادا على طبيعة 
المشكلة نحت المناقشة . 
مثال فش 


uml +‏ 
نحت القیو د : 
gi(X,,X3)-2-x,*1 «0‏ 


52): ( > - X5, > 0 


٤‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


الحل 

لتوضيح طريقة دالة الجزاء الداخلية» تستخدم طريقة الحساب لحل مسألة 
التصغير غير المقيدة حيث لا نحتاج إلى نقطة ابتداء 1 X‏ بحيث تحقق القيدين . 
الدالة © تكون: 


۱ ولا ہے‎ o 1 E 3 
D(x , i ni 3 (X1) ۳ اے ب‎ 


لويجاد دالة التصغير غير المقيدة للدالة P‏ تستخدم الشروط الضرورية 





X (x ,+1 ( *- سیم‎ x 

أى أن 
ہے ?)1 (x2-‏ 
أى أن 

01 1 

iE اف‎ 

أي أن 

X5 =r 


من المعادلتين السابقتين نحصل على : 


(r21)!7 x»(r) - r^‏ = رع 


1 E باس‎ el A 
r 


وللحصول على حل المسألة الأصلية فإننا نعلم أن : 


البرمجة غير الخطية متعددة ا متغیرات وبقيود متراجحة ۲٥٥‏ 
Em‏ 


fmin = 0و"‎ P nin) 


6 MÊ ہے‎ 
x n یی‎ 


و 
Lao 9‏ ۳ 62 


يحتوي الجدول رقم QUY)‏ على قيم الدالة X3 xf.‏ المناظرة للمتتابعة المتناقصة لحد 
ا حزاء r‏ 


اقا دک 2وا کے 


31.62278 | 132.4003 
` 10.00000 36.8109 
12.5286 
5.6904 
3.6164 
2.9667 
2.7615 
2.6967 
2.6762 
2.6697 
















xi) = (241) ^ 
5.7164 
3.31662 
2.04017 
1.41421 
1.14727 
1.04881 
1.01569 
1.00499 















3.16228 
1.00000 


0.31623 
0.10000 
0.03162 
... 0.01000 
1.00158 0.00316 
1.00050 0.00100 






b‏ كلة "Ji‏ مجة المحدبة 
لقد لا حظنا فيما سبق التصغہ التسلسلی للدالة : 


m 
(1, V8Y) Q(x,r,)-f(x)-r, ^, سب‎ ,r,»50 
کرو‎ 


وبتنقيص قيم ر٢‏ التتابعة نحصل على )× . عندما kao‏ تتقارب النقط »× إلى 


Yo1‏ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 
نقطة تصغير المسألة المقيدة : 

f(x) 
: نحت القيود‎ 


رس و2 و1عز g,00«0 a‏ 
ومن أجل التأکد من الحد الادنی الشامل للدالة r)‏ ,۵6 لكل قيم Ty‏ موجبةء فان 
الدالة © يجب أن o SS‏ دالة حادة التحدب (strictly)‏ فی x‏ . وتعطینا النظرية التالية 
الشروط الكافية لكي تکون الدالة 4 حادة التحدب. وسوف نترك البرهان بسبب 
احتیاجه إلى تفصیلات قد تتجاوز مستوی الدارس لهذا الکتاب . 
إذا كانت © محدبة» فانه لجميع قیم DU‏ ۲ توجد نهاية صغری وحيدة للدالة 
AX, TL)‏ 


(1, Y) نظرية‎ 

ادا كانت f(x)‏ و g (X)‏ محدية وعلى الأقل واحدة من f(x)‏ و g (x)‏ 
محدبة بالتحدید: فإن الدالة (م۲ (X,‏ والمعرفة بالمعادلة (V, Yo Y)‏ سوف تکون 
محدبة بالتحديد فی ×. 


لريقة الدالة ا حزائیة اخارجية 
فى طريقة الدالة الجزائية الخارجية» تؤخذ الدالة © بصفة عامة كما يلى : 
'<(×)ر8> TD D(x, r) = f(x) + à,‏ ,1( 
j=‏ 
حيث ۽ ۲ معلمة جزائية موجبة والاس ٩‏ مقدار ثابت غير سالب . والدالة 
< (۴), ع > تعرف کالتالی : 


<g;(x)> = max «g,(x),0» 
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إذا کان g,(X)»0‏ (أي أن القيد غير محقق) gia)‏ 
{ = (۱۵6 ,1( 


إذا كان g;(x)>0‏ (أي أن القيد محقق) 0 

يتضح من المعادلة (۱۵۳ CV,‏ تأثير الحد الثاني في الطرف الأيمن من المعادلة في 
زيادة الدالة r,)‏ ,×) ۵ التي تتناسب مع الكمية التي تتتهك بها القیود مرفوعة 
لقوی ۹. لهذا سوف يكون هناك جزاء لتخطي القيود» وسوف يتزايد مقدار الجزاء 
بمعدل أسرع با مقارنة بالمقدار الذي يتخطى به القيد ( في حالة 1< ) ء ولهذا السبب 
سميت هذه الصيغة طريقة الدالة الجزائية. أحيانايكون للدالة ( 7 ,)0 نهاية 
صغری كدالة في cx‏ في منطقة خارج منطقة ا حلول الممكنة . تتقارب نقطة النهاية 
الصغری غير المقيدة (لی الحل الامثل للمسألة الأصلية عندما ke‏ وہ ج r‏ 
والنقطة ۽ × تقع أخيرا في منطقة ا حلول الممكنة . 

ندرس OYI‏ المعادلة (۱۵۳ (V,‏ لقيم مختلفة للمقدار :q‏ 
١‏ إذاكانت q-0‏ 

فی هذه الحالة تعطی الدالة 4 کالتالی: 

P(x ,r,) = f(x) + JY > (#)رع‎ , < 0 
اكز‎ 


إذا كانت f(x J+m ٠ g;(x)>0‏ ظ 


! - )100 ,1( 
إذاكانت 0ک(۴) ع f(x)‏ 
هذه الدالة غير متصلة على حدود منطقة الحلول الممكنة . وبالتالي SB‏ من 
الصعب تصعر هذه الدالة . 


۲ اذا کانت 0>9>1 هنا تکون الدالة © غیرمتصلة» ولکن الحزاء لتخطی شرط 
سرف کون صقر جنا .. اش اکگرن مسشعقات dili‏ 0 5 معصلة على 
الحدود ولهذا يكون من الصعب تصغير الدالة . 


YOA 


تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
hy‏ كانت 1= و فان زانجويل ( انظر 1962 (Zangwill‏ أو ضح أنه فی هذه 
ا حالةء وتحت ضوابط معينة توجد قيمة كبيرة للمعلمية م1 كبرا كافيا بحيث إن 
النهاية الصغرى للدالة Ty)‏ ,×) ۵ هي بالضبط النهاية الصغرى المقيدة للمسألة 
الأضلية لکل قيم To‏ < ,۰ بينمايكون محيط ) كفاف ) الدالة $ 
مشتقات أولى غير متصلة على الحدود. وبالتالى فالطريقة غير جذابة من 
وجهة نظر الحسابات . | 


هذه المشتقات بالمعادلة التالية : 


Qe.(x)‏ ` - 2 ظ 
L, ^ n‏ تچ ) از 5(<97)رع >2,4 ۲ B 7 T‏ ات 
OX, X j=l X;‏ 


1< و فی المناقشات التالية لهذه الطريقة . 


الخوارزهية 


4 ن Las‏ طريقة دالة ا حزاء الخارجية بالخطوات التالية : 
ابد من نقطة dod X,‏ مناسبة للمعلمية „k= 1 E^‏ 





أوجد المنجه ‏ الذی يصغر الدالة : 


m 


(x یع‎ = f(x) + r, 2, «gx»? 


j=l 


اختبر ماإذا كانت النقطة X,‏ تحقق‌کل الشروط. فإذاكانت X;‏ 
ممكنة تكون هي النقطة المثلى الطلوبة» وعند ذلك أوقف التکرار . 


آما إذا كانت النقطة X,‏ لا تحقق كل الشروط نفذ الخطوة (ع) . 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة 0۹ 


4 ۔ اختر القيمة التالية لمعلمية الجزاء التى تحقق العلاقة : 
k‏ 1< رآ 
ثم ضع 1+ k = k‏ ونفذ خطوة (۲) . 


LES. : Tk E TU / ۱‏ 
يکن اختیار رب ببساطة من المعادلة C C. 7 << CC‏ ابت اکبر 





من الواحد . 


(1, ۱۰( مال‎ 
: صغر الدالة‎ 
f(x ,.x,) = i (x, + D? +x, 
تحت القی دا‎ 


اخل 

لتوضیح طريقة دالة الجزاءالخارجية سوف نحل مسألة التصغير غير المقيدة 
باستخدام حساب التفاضل» حيث إنه ليس من الضروري أن نحتاج نقطة 
تجرييية ب . 
تكتب الدالة ۵ کمایلی : 


o(x,,r)- x (x, 41) + x44 r [max (0,1-x,)]^«r [max (0,- x,)]? 


الشروط الضرورية لتكون للدالة غير المقيدة fad‏ . ×) ۵ نهاية صغرى هی : 


۳۹۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 





m = (x, +1)- 2r [max(0,1-x,)] > 0 
0۴ 
9 =1 - 2r [max(0, -x5)] > 0 
OX» 
: وهده المعادلاات يمكن كتابتها كما يلى‎ 
(1,100 min[ (x +1) , (x, D? - 2r(1-x,)| - 0 
(1, YoV) min[1 , 1 +2rx,]=0 


فمن المعادلة )٦,۱٥۷(‏ إذا كان 0 =” (1+, (x‏ فإن1- = , x‏ (فهذا ينتهك القيد 
الأول )ء و إذا كان 0 = (,-2:)1 - 1(2+,:) opi‏ ۲2+4۲/[+0-ا۔ = ,× فيالمعادلة 
(OU, ۱۸(‏ الاحتمال الوحيد هو أن 0 = ر×1+21 ومنها x‏ - > 2× لهذا یکون حل 
مسألة التصغير غير المقيدة هو : 

(1, ۱0۸) وان‎ = -l-r +1) 


ہے - = )٦,٥۹( X5(r)‏ 
ومن هذا فان حل المسألة الأصلية المقيدة یکون : 


* * wr lim * 
۲۱2 ۰ ۶, )۲( > 1, x;- bci n ۶ )1( > 0 


3 7 017ص ین ره 3 Lo‏ 
ویکن ملاحظء تقارب هذه الطريقة عناما تزداد r‏ تدریجیامن الجدول 


X, E) 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة YA!‏ 


ا خدول رقم )£ X,‏ 


-0.93775 500.000 | -249.9962 | -500.0000 
-0.80975 | -50.000 | -24.9650 |  -49.9977 
-0.45969 5.00 -2.2344 -4.9474 
0.23607 500 0.9631 0.1295 


0.83216 | -0.050 2.3068 2.0001 

0.98039 .0050 | 49 2.5840 
| 0.99800 0 | 2.6624 2.6582 
0 اج‎ E 2.6655 2. 2 





)1,0( تمارین 


| - باستخدام شروط کون-توکر (kuhn-tucker)‏ أوجد النهايةالعظمى لدالة 
الهدف التالية : 
م 1 - ×× Z=‏ 
حت الشروط : 
5 > 2 + × 
1[ > 2 - ,۷ 
۲- باستخدام شروط کون -توکر أوجدقيمة 8 التي تجعل النقطة 
x; - 1 , x; - 2‏ نهاية عظمی حیث إن دالة الهدف هی ر×8 + ,2 - 2 
قوت القیو د : 
0 5 - 12 + ۷۱ 
X; (1 - 2 > 0‏ 
۳- آوجد النهاية الصغری للدالة التالية باستخدام شروط کون - توکر : 
z*(x,-1)? tS‏ 


۳۹ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


نحت القيود : 
4 > رز + -X1‏ 
(x, -2)? EK 3‏ - 
٤‏ - بين باستخدام شروط کون - توكر أن النهاية الصغرى لدالة الهدف : 
z= 2x2 - 22+ 2x5 - 2x, - 2x;‏ 
تحت القيود : 
1 > د ۲+ ۶ 
2 > ر 0+  ,‏ - 
X12x4,X,2x4‏ 
3 


تكون عند النقطة الك = و× $- و دوم edited‏ لسن یس ۶ 


: أوجد النهاية الصغرى مستخدما شروط کون - توكر للدالة‎ - ٥ 
z = )x, - 222 + ی‎ 1(7“ 
: نحت القيود‎ 
6 +2 38 5 
Sx. SK = lU 
tan 0 x,20 
: آوجد النهاية العظمى لدالة الهدف التالية‎ -٦ 
L= 20x, » 10x, "Sas - X; 
تحت القيود:‎ 
2X,-X4x«0 
- ۶ , + × کر‎ 10 
x,20 ' X5 لاع‎ 
f(x) = Ox 1 + 6x7 T e -18x, 2 12۳ - 6×٦ - 8 


نحت القیود : 


البرمجة غير الخطية متعددة المتغيرات وبقيود متراجحة YW‏ 
4 کر + 2+, X‏ 
3 ,1 1 ,0< :۷ 
مبتدئاً من النقطة (0 ,0 ,0) < X1‏ . 
۸- آوجد أصغر قيمة للدالة: 
f(x) = (x,- D* + (x; -2)? - 4‏ 
تحت القیود : 
5 سے 8 2 و ع 
0 > ر ۲ 3+ 4x‏ 


7 به و ع( + 6 


مبتدئا من النقطه )1 ,1( = eX,‏ وذلك باستخدام طريقة زونتدجيك . 
۹ - آوجد أصغر قيمة للدالة: 
0 +ر f(x) 72 x1 + x2 -6x ,- 8x‏ 
ad‏ الود 
0 عو * 4x‏ 
3x ,*5x,« 15‏ 
مبتدئا من النقطة )1 ,1( = cx,‏ باستخدام طريقة زونتدجيك . 
۰ -أوجدأصغر قيمة للدالة: 
f(x) < 2x1 + 2x7 - 2x, x4 - 4x,- 6x,‏ 
2 > رد ری X‏ 
KOK > I5‏ 
-X; > 0 5 121.2‏ 


مبتدئا من النقطة )0 ,0( = cx,‏ باستخدام طريقة زونتدجيك . 


۵ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 
-١‏ أوجد أكبر قيمة للدالة: 
fx,, x.) ]9- (x, - -3‏ 
نحت القيود: 
0 <ر x‏ 
3 > > 0 
6 > ۶ ۷3+ عي 0 
باستخدام تقنیات التحویل باعتماد المسألة أمثلية غير مقيدة . 
۲- آوجد آصغر قيمة للدالة : 
f(x) = x? - 10x - 1‏ 
مخت الشرط: 
x-1«0‏ 
بنقطه بدایة 3- = X,‏ » وباستخدام كل من : 
(D‏ طريقة الدالة الجزائية الخارجية . 
(ب) طريقة طريقة الدالة الجزائية الداخلية . 


۲ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


(V , Y) 2, aj ز×‎ Sb; " 1-71,2,..,m 
j= 
(VT) x;20 " [ 21 و2‎ 


كما يمكن كتابة الشکل العام السابق بالصيغة الصفوفية كما یلی : 
آوجد آکبر (أصغر) قيمة للدالة : 


)۷ ,٤١( ]- 0+ 2X DX 
: غیت الشر وط‎ 
)۷ , ۵( AX جا ک‎ 
(VV X >0 
: حيث إن‎ 
A. m. Xa 4 و‎ 
C z(c,,C5 G) 
وی تاس تا‎ uo Da 
D = (di) jk-1,2, 41 
A = (a; ) GelZom)o.Gj-152 5) 


لاحظ أن المصفوفة D‏ متماثلة من الرتبة « » والمصفوفة A‏ بأبعاد(ہ x‏ «) فى 
حالة التصغير تكون المصفوفة D‏ متماثلة ومحددة الإيجاب (أي أن الحد التربيعي 
DX‏ " × في × يكون موجباً لجميع قيم X‏ ما عدا حال التي تون فیها جمیع قيم X‏ 
صفرية ). وفی حالة التكبير تكون 9 سالبة محددة (أي أن X^ DX <Û‏ 
قيم × ما عدا ال حالة التي تكون فيها جميع قيم X‏ صفرية). ويترتب على ذلك أن 
تكون دالة الهدف لمسألة البرمجة التربيعية حادة التبحدب فى × في حالة التصۂ 
وتكون حادة التقعر فی × فى حالة التكبير. | 








Yy Los ell الب ميچة‎ 


نناقش في هذا الفصل طریقتین لحل مسائل البرمجة التربيعية التي لها شروط 
خطية وھما طريقة وولف e (Wolfe)‏ وطريقة بیل (Beale)‏ . 


(۷,۲) طريقة وولف 
يمكن اشتقاق شروط کون - توكر الضرورية والكافية لإيجاد الحل الأمثل 
لمسألة تكبير دالة الهدف التربيعية تحت قيود خطية كما فی الملا حظات الثلاث التالية : 
أولا : آدخل متغیرات متممة (إضافية) إلى القیود (۵ , (V‏ و (1 , ۷) فتصبح 
اللا کالتالی : 
وجد أكير TETTE‏ 


f(x)2C x-7 x" D X 
وھ توف‎ b 
Xef = 0 
: حیث‎ 


سا سے ول جک ۳ 


2 2 2 11 
r = (ri REG oe. | 


m 


ثانياً: يكن كتابة دالة لاجرانح في هذه ا حالة كما يلي : 
b) - u(-x + x^)‏ - و + L(x ,s P ud m = fx) -A(Ax‏ 
الشاً: نفاضل دالة لا جرانچ As u)‏ و و , didus Lr [x‏ 


۲۸ 


مرکبات 1 1 S ; r 9 À‏ 3 × » ثم نساوى هذه المشتقات بالصفر للحصول على 
شروط کون - توكر المستقرة للدالة 1 » أي أن : 


۸-0 + ۸ 0-2 )ا 






2 
أو‎ 
(V,۸) ۱ n m 
cj - 2 x dc - بغ‎ 2: aj + Mj ۰ 
Kel 12] 
jel; الا ید و لا‎ 
21 $-0 
P 
| A: 52 = 
)۷,۹( 9۵ 
او‎ 
A; 2, aj xj - رط‎ =0 , EC Ne ای سے‎ 
7 
- 2 لم‎ ٣ -۵ 
)۷,۱۰( أو‎ 
U; x; > 0 1-152; n 
AK +» 85 ے‎ 0 0 
AX <b 
۱ LA > 
(V, *V) N 
أو‎ 
je ےن‎ 54,1 


۳۹۹ 





D, TE) À; M, ول و‎ sS T; 20 

الشروظ السابقة باستثناء ٩(‏ , ۷) و (V, Y‏ شروط برمجة خطية محتوي على 

2(nm)‏ من التغیرات . یژدی کل من الشرطین 0 = e | × =0 , As,‏ قيم 

5 ز إلى أنه Y‏ یکن لكل من s; T ۰ U. (X;‏ أن تكون متعم ات أساسية فی حالة 

الحلول غير (non-degenerate) Wali‏ أو المتكررة الأساسية. وتسمى الشروط 
0= ز×۴ و0- ,58 .۸ بالشروط المكملة أو الإضافية (complementary)‏ 


(V, ۱( مثال‎ 
: جد آصغر قيمة للدالة‎ jl 
f = -4 +X - 2x x, + 2 

نحت القيود : 

¿Xi + بع‎ 6 

۶ , - 4X, > 0 

0 لا k‏ 
احل 


بادخال التغیرات الإضافية = Yi‏ و82 و و۲ < Ha‏ و27 > (ua‏ 


۳۷۰ تقنیات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


يمكن إعادة صياغة المسألة فتکون عبارة عن تصغیر الدالة ؟ التالية : 


f -(-4 5 1 B ۳ 
FST © ١ [ + سب‎ | × Xs | ۱ 
0 د‎ 2۳۱۳۶ ^4 5 a 5 





(V, 14) 





بمقارنة هذه المسألة بصياغة المعادلات من E)‏ , ۷) إلى oa )۷,٦(‏ 


Ci = -4 ^ ہم‎ >) 











ومن ذلك يكن الحصول على الشروط الضرورية لحل المسألة المذكورة في 
العادلة CV , A)‏ باستخدام العادلات من (۸, ۷) إلى (۷,۱۳) هي : 


)۷ , ۱۵( 





البرمجة التربيعية ۳۷۱ 





(V, Y) 
سار , 20 با‎ 2Û 
ہت‎ 20 + ns 
A, y, > 0 , ux, > 0 
(V, WV) 


As y4-0 , Ix, =0‏ 
لاحظ أنه إذا كانت y,‏ في الاساس. فإنه لا يكن أن تكون :۸2 في الاساسء 
وإذاكانت X;‏ الأساس» فإنه لا يكن أن تكون للم فى الأساس . يكن كتابة 
مجموعة المعادلاات )10 artus tV.‏ 


2X; - 2x, + 2À, + ,لا - وم‎ +Z, e 4 


|-2x, + dx, +À; - دوه - م4۸‎ FZ, =0 
(V, YA) 1 2 | 2 - ول‎ 2 


2x, + X, * y, -6 





X, -4x, +y, = 0 

حيث ,2 , و2 متغيرات اصطناعية (artificial)‏ لإيجاد الحل الذي يحقق القيود 

للمعادلات من Yo)‏ ,۷)( إلى المعادلات (۷,۱۷) تستخمم المرحلة الأولى 

(Phase I)‏ من طريقة السمبلكس؛ حيث نصغر 2 + ,7= ۷ تحت القيود المذكورة 

في المعادلات UK, VO‏ (۷,۱۸) . كمافي الجدول رقم (۷,۱) جدول 
السمبلكس البدئی التالي : 


۳۷ تقنيات الأمثلية فى البر مجة غير الخطية 


الجدول رقم (۷,۱). 





تبعاً لطريقة السمبلکس تدخل ,2 الأساس في التکرار التالی ؛ ON‏ معامل التكلفة 
لهذا المنغير هو الأكثر سالببة وتکون 2 التغیر الداخل لان النسبة الناظرة لها هي 
الأصغر ولكن ,2 لا يكن أن تدخل الأساس لأن ,لا بالأساس (لكي تحقق المعادلات 
YV)‏ ۷ء ولذلك نختار X»‏ لكي تدخل الأساس في التكرار التالي» وطبقاً لهذا 
الاختیار Za op‏ سوف تترك الأساس والجدول رقم (,۷) یوضح نات التكرار 
الاول من جدولة السمبلکس . 


وأن دلا أو و×تخرج من الأساس» وهذا غير تمكن ca y OY‏ المتغيرات الأساسية 


البرمجة التربيعية YYY‏ 
(حتى تحقق متطلبات المعادلات (۱۷ , ۷)). لذا نختار x,‏ لكي تدخل الأساس. 





AV, Y) الجدول رقم‎ 





ف هذه الرحلة نجد آن ,2 تدخل الأساس (مكن السماح بذلك لان :۷ 
ليست فى الاساس) و Z,‏ تترك الاساس . یوضح ام دول رقم (۷,۳) نتيجة 
التکر ار الثالث . 


0 9/26 -1/26 1/13 5/131 o 1/26 -v13| 32/13 | 
O -81/26 9/26 -9/13 7/13] 1 - 9/13 | 24/13 
| -7/13 -5/13 -3/13 -2/13 | 

-9/,3 1/13 -2/13 3/13 23 | 14/13 





حيث إن ا متغیرات الصناعية ,7 و Z,‏ قد حذفت من الأساس . 


يعطي الجدول (4 , ۷) الحل المطلوب وتكون قيم المتغيرات الأساسية هي 


32 14 24 8 | | 
XJ C743‏ و 44" سی 9 227713 ^ UY‏ ,^ وقيمالمتغيرات غير 


الأساسية هی 0 - ۵ ,لا ,لا ۸. وبالتالى فإن حل مسألة البرمجة التربيعية 


المعطاة هو : 
88 - ۳۹ 5 14 + 32 + 


بعد إیجاد الشروط الضرورية الخاصة بمسائل البرمجة التربيعية» وحل المسألة 


البرمجة التربيعية Yvo‏ 


الموضحة بالمثال ١(‏ , ۷) أصبح من الممكن توضيح تعديل وولف لطريقة السمبلكس 


يكن تلخيص طريقة وولف لحل مسائل البرمجة التربيعية في الخطوات 
AJUJI‏ : 
حطوة (۱) 
ندخل متغیرات اصطناعية 2 , ... , 2 , 1 >[ و Zj‏ فی شرط کون-توکر 
hal |‏ بالعادلة m La» PC e (V, A)‏ 
i j=]‏ 
La‏ لأى مسألةحقيقيةيكون هذا الحل مرغوباًفيهإذاء وإذا «Jag‏ كان 


(Y) خطوة‎ 

ننفذ الطور 1 لطريقة السمبلكس حتی نتأکد قيما إذا كانت الشلروط Ax S b‏ 
ألساسيا هقير M‏ للطور11. ` 

للحصول على الحل الرغوب الذي يحقق الشروط لحل المسألة التالية» وهي 


تصغير قيمة الدالة : 


n 


Fe. Z, 


j=l 


۳۷۹ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
تحت القيود : 


0 n 
Y Xk رج + يرل‎ Aiag-nj*Z; --Cj,j- 1,2, 0 
i=] 


k=l 
n 
ر2‎ ajx; +S =b; ,i=1,2, , m 
j=l 


p;.x,-0 


نستخدم في تحديد المتغير الدالی الذي يدخل الأساس ز. 


خطوة (Y)‏ 
خطوة (۲). سوف يكون الحل الذي حصلنا عليه حلا أمثل لمسألة البرنامج 
التربیعی. 


مثال (v, Y)‏ 
استخدم طريقة وولف لمسألة البرنامج التربيعي فی إيجاد أكبر قيمة للدالة 


2 اہم 
52x, -X2-X,‏ [ 


تحت القیود: 


ال ال ییا ۳۷۷ 


2x, + 36 > 6 


IA 


236, + XC 


IV 
© 


X] 7 Xa 


— 


احل 
اعتبر شروط عدم السالبية 0 < x4‏ , 0 < ,×متساويات» ثم أضف متغیرات 
مرنة إلى کل التر اجحات لتصیح کمتساه یات أو معادلات : 





2x, + 3x, +s = 6 
2x, + وو + رن‎ = 4 
ے ۶ + ۔‎ 6 
-X2 + و5‎ - 0 
| : كما يلي‎ Ebr نشتق دالة‎ 
L (x, وھ‎ «Sy تاه عقن‎ s Adi Er کای‎ Bia «fiable 
(2x, tis -xi -Ai (2x, + 3x, + 7 -6[ 
A (2x, +x +s - 4[ -mi (x + r) an (xs ri 


01 
dx, 





= 2 - 2 - 2۸, ( - 2۸2 + Hj = 0 


dL 
0 





0 = دیا + و۸ - ۱ - | = 


YVA 


01 
3. 7-28 = )( 


5 1 


dL | 
COR NET 
ð S5 252 








تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 





dL 
— --2y,r, =0 
dT, ۳11 
dL 
—— = -2u5r, -0 
0 f. ۳2 
3L ہورڑے لا‎ 481 «50 
072, 
91 -2x, + وو + ري‎ - 4- 0 
0۸2 
oL - (+۲ 20 
0 ۱ 
01 





بتبسيط هذه الشروط نحصل على : 
2 > ,رل - 282 + ر2۸ + 2X,‏ 


[ = دلا - در + , .)3 


2x, + و3‎ + sj - 6 
2X, +x, $5 - 4 
۸۱5, > A28» 0 
Hir, = 12 -0 
ox dol يلام را يناو کول‎ E سر‎ 


وبإدخال متغيرات اصطناعية ,72 و 7 فی الشرط الأول والثانی على الترتیبء 


f =Z, +Z, 


2x, + 2۸7+ 28.2 - ,لا‎ +Z, ES. 
3 + ۸ - در + ولا‎ ai 
2x, + E + 7 TM 
2x, + مخ‎ 98 -4 


X | و‎ X2 » $1 , 95 ; XS و همان‎ bi Ho 20 


YA’‏ تقنیات الأمثلية فى البرمجة غير الخطبة 


0 > رو 22 ع ,و A1‏ 


0= و 2 > ,۲ Ui‏ 
وبادخال متغیرات اصطتاعية Zi‏ و 22 في الشرط الأول والشانی على 


آوجد أصغر قيمة للدالة 


تحت القيود : 


2x, + 22 + 222 - لا‎ + ⁄ =? 


3( + 2.2 - وك + ولا‎ = ] 
2x, 3X4 + S] - 6 
2x, + وا‎ + S5 - 4 


Hı ۲, = 2 ۲ =0‏ 
aa E =D‏ ظا f a,‏ ہے ھی ا 
سوف نستخدم طريقة M‏ الكبيرة لایجاد ا حل الأساسى لهذه المسألة الخطية 
يضر ب مقدار كير 0 < M‏ في معامل المتغيرات اللاصطناعية فی دالة الهدف. فتصبح 
المسالة كما يلى : 


YA! Lai faul 


: صغر الدالة‎ 
f'-Mz, + Mz» 


2x, + 22 + 28.5 - زنك + ,لا‎ -2 
328.1 +۸۵ - وك + ول‎ = ] 
2x, + 3x4 + 7 =6 
2x, +x, $5 = 4 


Hal. SU: = 0 


وبالتعريض عن ,34 72 في دالة الھدف نحصل على 
SMA, E 30۷1۸ ۰ +۷۸۰ + Mu,‏ - 211 ۔ f 23M‏ 


في ا جدول رقم (۵ , ۷) نوضح ا حل الاساسی البدئی لمسألة البرمجة الخطية . 


.(V,0) رقم‎ ser 


لك ا 
o[ 5MESMIMIMIO 1019.10.13. |‏ | 2€[ 


0 0 0 1 














YAY‏ تقنیات الأمثلية فى البر مجة غير الخطبة 


os 


TOWPMTSIMISTOIO TN سا‎ 


2/3 2/3 13 0 13 
A3 -43 2/ 0 -1/3 





(V, A) احدول رقم‎ 


۳ ۰0۵۵۵ et یی‎ 


-1/2 1/3 





0 -13 0 


1/3 -2/9 3 1/3 


-1/3 -49 -1/3  -1/3 | 0 


البرمجة التربيعية YAY‏ 


بالجدول رقم (۵ , ۷) أكبر قيمة سالبة هي -SM‏ ولكن لا يکن أن ندخل A,‏ (أو ۔۸) 
في الأساس بسبب الشروط الکملة 0 = و25 > ,5 2. حیث إن 0 - بل لذ 
فإن ,× يكن أن تدخل الاساس ویخرج من الاساس ,2. الحل Ju‏ موضح 
با دول رقم .)۷,٦(‏ أيضاً في هذا التکرار لا یکن إدخال ,2 و ي۸ و ,لا في 
الاساس فی جدول (v,‏ وذلك لان ,5 و 3S2‏ × على الترتیب تقع في 
الأساس. لذا تدخل م5 فى الاساس ویخرح ,9. ا حل الجديد موضح باخدول 
(۷, ۷). 

حیث إن 0 = ,5 لذا فإنه من المکن أن تدخل ,2 فی الاساس في ا جدول 
رقم (V,‏ ویخرج aM‏ ر7 . الحل اخدید مو ضح با جدول رقم (۸, ۷). 

لا یوجد فى الجدول رقم (۷,۸) متغیر غير أساسي یحسن دالة الهدف. 


ویکون الحل الامثل هو : 


3 14 E بر‎ 
وب ا‎ uo lel ML لأس‎ 

10 

۳ و9 0- ,5 , 0ع وز - ,لا 


يحقق هذا الحل کذلك الشروط الرنة المتممة : 


> و = HX,‏ 
ويكون القيد على إشارة مضاريب لاجراح À,‏ 3 ۸ و ,| و Hs‏ 
القيمة الكبرى لدالة الهدف للبرنامج التربيعي المعطى هي : 


۱ 2| 14 [292 55 
MI f=? " >> ; ER ر‎ —À j — سس — — کت | ے‎ 
ax Ki سو‎ - [5] 5 86 5 


۳۸ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطة 


(۰) طريقة بیل 
نستخدم في هذه الطريقة طرقاً تعتمد على حساب التفاضل والتکامل بدلا مره 
شروط کون-توکر لحل مسألة برنامج تربيعي من الصیغة التالية : 
f=CX (LX DX‏ .ابچ 


حت القیود: 
(V, Y*) AX =D‏ 
X20‏ (۲۱ , ۷) 
c‏ "چچ 1 و ”اتا ; 5۳ 5 6 :تا مصعوفة متمائلة من الرتبة n‏ و۸ 
.m xn "e wr‏ 


تبدأ طريقة بل (Beale)‏ بتجزيء المتغيرات في مسألة البر نامج التربيعي. 
وعددها 0 إلى متغیرات أساسية وأخرى غير أساسية في كل تكرار لعمليات الحل . 
حيث يتم التعبیر عن التغیرات الأساسية و كذلك دالة الهدف بدلالة المتغيرات غير 
الا ساسية. 

لتكن B‏ مصفوفة غير شاذة من الر تبة 0 التي نحتوي على أعمدة من A‏ مناظرة 
للمتغيرات الأساسية E E!‏ × ولتكن N‏ مصفوفة لها بعد m x (n-m)‏ 
ونحتوى على أعمدة مناظرة للمتغيرات غير الأساسة "٤ع Xy‏ ء وبالتالي یکن 
کتابه المعادلة (۲۰ (V,‏ كالتالى : 

(B.N) (Xs , Xx) =b 


e 


أو 
Xn «B hsg" N XN‏ 


البرمجة التربيعية YAO‏ 


۷ 13 Xp - Y +9 5 1 = 1 Mr. 94 ers IH : او‎ 
j«1 


Yio > (Yi10» ب 8 ۳۳ - ۳ = 5 ودلا‎ yj اط‎ N 
X,,9e0(je9I,2Z,..,H-m) 


: : فاد‎ 
Ap 7Yio , i= 1.2 5 Inl 


يكن كتابة دالة الهد ف )18 (V,‏ بدلالة الحدود Xp , Xy‏ كمافى 


الصيغة التالية : 


1 Di, Di, | 


f= (C, و‎ Cx)(Xa و‎ XX) +5 (Xs, Xn) (Saa Au] 


Yn]‏ ود 


بالتعبیر عن ] بدلالة ااشغیرات س شي الأساسية زه - جا ااتبقیةه وسد 








(v, YY) [f د نے‎ KS O Xy 
: حیث‎ 
و‎ “Yio عند 0 = ی × و‎ ٤ قيمة الدالة‎ = fo 
(n- m) x (n - m) مصفوفة متماثلة من رتبة‎ = G 
قتجھ ٹر ایت‎ 6. (0L, و عدو وتام‎ Qf, 5 


ولاستخدام طريقة بيل نتبع اخطوات التالية : 
ي 

)١( خطوة‎ 

نحسب المشتقات الجزتية للدالة f‏ بالنسبة إلى ا لتغیرات غير الأساسية 
Xy =0 , js1l,..,n-m‏ وذلك من المعادلة (Y, YY)‏ نحصل على 


YAT‏ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 


31 
E 


J 


(v, Y£) -0,*2 2, gj Xn, : ل‎ - 1,2 , ..., 8 - 0 


|xs-o |‏ 9 ! 
حيث تمثل OU;‏ التحسن الذي سیطراً على دالة الهدف عندما تزيد قيمة المتغير غير 
الا ساسي رقم ز. لذلك : 
أ) |ذا کان 0 > ,© لكل قیم زعندئذ کان الحل الجاري حلا أمثل . 
ب) لکن إذا 5 انت 0 < ٥‏ لبعض قيم OLS j‏ هذا يعني أنه بالإمكان تحسين 
قيمة دالة الهدف بإدخال متغير غير أساسي إلى الأساس . وللتعجيل بعملية الوصول 
إلى ا حل الامثل ‏ يجب إدخال المتغير غير الأساسي صاحب أكبر تحسين ممكن» أى 


Lo X, المتغير‎ 
_ max of 
يع | باه ل‎ -6 


وعندما نبدأ فى زيادة قيمة المتغير ۷ تبداً قيم المتغيرات الأساسية في التغير 


نوم f 5 5 e o M os‏ | 9 | .2 : 
وفمّا للمعادلة YY)‏ ,۷). ایضا تغيرقيم - تتغير مع م× ويمكن أن تصل هذه 


القيمة إلى الصفر خلال عملية تحويل الحل إلى حل جدید بینما لا Jig‏ قيم التغیرات 


الاساس 2 موجبة. وإذا حدث ذلك نكون قد زدنا قيمة دالة الهدف سوءاً بدلاً من 


تحسينها؛ لذلك نتبع الخطوة (۳) کالتالی : 





البرمجة التربيعية TAY‏ 


خطوة (Y)‏ 
rad‏ یہہ وو a‏ ب تہ pit‏ 
()أن ب يتناقص "m yr 5r‏ ا al‏ ۱ 


(ب)آن تنعدم المشحثرة الخرئية Jr‏ 


أيهما آسرع . 





خطوة )£( 
وفقاً للشرط Ci)‏ فی الخطوة (۳) نختار قيمة التغیر غير الاساسی 6 ونرمز 
لها بالرمز B,‏ حیث : 





ys ظ ے ۔‎ 
| , Vip < 0 
(V, Yo) B,-min| Jir ,r-1,2,..,n-m 


(9 رر‎ SO 


d, 





: 8 0. 
B, = "Sx 


اد بط $ هه 


من ثم نختار قيمة ا متغیر غير الاساسی ,× وفقاً للمعادلة : 
1 ا X. , = min[B,‏ 


ادا كانت كل من OO‏ == 85 وم = 85 کان جل عسالة البرمجة التربيعية غير 
معحلثد . 


EO‏ اتقرر زيادة امیر الداخل ,× إلى ,8 فقط» سيصل متغير أساسي 


YAA‏ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


واحد إلى الصفرء وعندئذ یکن ا حصول على حل أساسي وحيد جديد» ممکن 
باستخدام طريقة السمبلكس . لکن إذا أدت زيادة X,‏ إلى B,‏ إلى انعدام قيمة أكثر 
من متغير أساسي واحد كان اخل الذي hari‏ عليه منحلاً (degenerate)‏ . 

(ب) إذا تقرر زيادة التغیر الداخل ,× إلى 82 فان هذا يعني أن جميع 
متغيرات الأساس لا تزال موجبة . هنا نعرف متغيراً جديداً (غير مقيد) ,لا كما يلى : 





k=]‏ ا حر 
1+ قیدا (لان المتغير ہلا ذاته أضاف قيداً هو الحدد بالمعادلة التى تعرفه). هذه 
LA‏ ات تكون خلا اساسا كنا لهذه المعة الحديدة من المیو د : 
AX-b‏ 
n- 1‏ 
ür 7 2 » Srk XN, = Q;‏ 

k=l 
لاحظ أن التغیر ۷1 ضیف إلى فئة الشروط بغرض الحسابات» وقيمته تساوي‎ 
الصفر في الحل الأساسي المقبول التالي. كما أننا تعاملنا مع المتغيرات و × و ,نا‎ 
متغیرات اسانسية. نعبر عن الفئة ا حدیدۃ للقيو د بدلالة المتغيرات غير الأساسية حتی‎ PREF 


خطوة )0( 

نعود إلى الخطوة )١(‏ ثم ننفذ إجراءات الحصول على حل أساسي جديد 
ومقبول كامل» ونكرر هذه الإجراءات حتی لا کن تحسين قيمة دالة الهدف الذي 
يكن الحصول عليه بالسماح بتغيير أحد ا متغیرات غير الأساسية . وتشمل التغيرات 
المسموح بها هنا زيادة كل المتغيرات وإنقاص المتغير ال حرء وبعبارة أخرى فإن 


الإجراءات تتوقف عندما: 


البرمجة التربيعية YAS‏ 


إذاكانت Xy‏ متغير مقيد , 0 > 
(غير سالب) گے (V, Y)‏ 
إذاكان Xy‏ متغیرحر ,0 | ' 
الشرط الضروری (V, Y‏ لایقاف الإجراءات هو أيضاً شرط كاف للحصول على 
القيمة الصغرى الشاملةء إذا كانت D‏ نصف مؤكدة الایجاب أو موجبة مؤكدة . 
نورد الآن الملااحظتين التاليتين : 





ملا حظة .16 Jb‏ حساب D‏ يجب اختبار الزيادة والنقص حیت ال ہلا عير 


ملاحظة (ب): إذا حدث فی أي تكرار أن أخذ المتغير ال حر الأساسى لقيمة غير 
صفریةء فإن القید الذي يحتويه يجب أن يسقط . وهذا يرجع إلى حقیقة أنه متغير 


خر ولا يمكن اختیارہ لیٹثرك الأساس أو يختار ضمن المتغيرات الخثارة لكى 
Pope‏ 


مثال Y)‏ , ۷) 
باستخدام طريقة بیسلء حل مسألة البرمجة التربيعية التالية : 


f-2x, + 3x, - 2 


۳۹۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 
4 > 4۶ + ,۲ 


2 


۸ 


X | t م7‎ 


0 


24 
> 
ی‎ 
IV 


الحل 
بعد إدخال متغيرات متممة S,‏ و S,‏ يكر کتابة القیو د المعطاة كالتالى : 
t xs c‏ | 2 ۳ 7 


X, + يرك‎ +S, =4 


X; + X, +S, = 2 


الآن نختار الآتى كحل أساسى مبدئی ومقبول 
2= رو ,4 < ٩,‏ , ناے و« ع ,۲ 


والذي نعبر عنه في اخدول رقم ٩(‏ 1 ۲ 


AM q) الحدول رقم‎ 





القيمة المبدئية لدالة الهدف هي 0= fo‏ كما أن (2 , 4) = (ر؟, X y = (S,‏ 


۳۹۱ TOP 
. پم‎ 7 (X, (ی«,‎ = (0,0), 
: نحصل على‎ ۶ ,, X, بدلالة التغیرات غير الأساسية‎ f بالتعبیر عن‎ 
f= 2x, + 3X, - 5 


DE ےس‎ df 
^ و‎ Ü X, 








X. - = 3 " 4‏ 3 
عند ا حل الجاري الاساسی نحسب الشتقات الجزئية للدالة ا بالنسبة إلى 


=x, =0‏ ئ۵ 





df df 
Q و‎ = | -m 2 QQ- ہے‎ M 
| OQ X, i o2 0 x, ue 3 





لذا يكن اختیار ON) Xx»‏ ,0 هی القيمة الأكثر إيجابية) لتدخل الاساس لتحسين 
قيمة دالة الهدف . باستخدام الجدول رقم (۱-۳) القيمة الحرجة "و - ,8من x,‏ 





العطاة کالتالی : 
(=B, ( min |$ i‏ ن8 
Lal‏ 
3 _ اقزر _ اجه[ Q (= B‏ 
Ei (t) Jta 2O) 7‏ 
وبالتالی فالقيمة الحديدة للمتغیر الداخل تعط تعطی کالتالی : 





x; = min [B, Ba} = min fı r3 


القيهدة x,‏ مناظرة ل 8 ولهذا تطبق JULI‏ (ب) وبالتالی لا يوجد أحد المتغيرات 
الأساسية الجارية يأخذ قيمة صفرية . بالتتابع ندخل متغيرا حرا ,لا وشرطا جديدا : 


lal! تقنیات الأمثلية فى البرمجة غير‎ Y4Y 





sa 


ونلاحظ هنا آن uj]‏ , 92 و (5) < Xn‏ و (X (X3)‏ = ۽ &. 


R E ۰ ) الحدول رقم‎ 





والآن ندخل د× إلى الأساس ونخرج دنا فی الجدول (۷,۱۰). الحل الجديد 
موضح باخدول (۱۱ و 6۷ . 





بحذف المتغير الأساسي X‏ من دالة الهدف والتعبير عنه بدلالة ,۶و ينا 


| = | 2 
f—-2x, + 3 ice 


| 4 4 4 4 
مرة ثائیةء نحسب الشتقات às Ll‏ للدالة ۶ بالنسبة إلى ,ونا 


0 1 
d Xi 





2 





of 
du, 





دده 


af ور‎ f 2» 


ðX, X, = ۱ 0 u.s X 4 zü 
u, =Ü “Iiu, =0 


أي أن شرط التوقف لطريقة بيل قد تحقق. وبذلك يكون الحل الأمثل هو : 





Y^1 


وأكبر قيمة للدالة هى : 


۱- باستخدام البرمجة التربيعية أوجد الآتى : 
(T)‏ أكبراقبمة للدالة: 


T نے‎ 5 MEN ديه‎ 
[ (X) 5x 8X, -X,X, -X, - 2K 


0 > ک‎ 4 
U SR, S3 
X tA S 10 
(ب) آصغر قيمة للدالة:‎ 
f(x) = 3x; + 2x5 + 5x$ - 4 X, - 2 ما2 - با‎ 


3X, F یرک‎ + 2x4, 0 


3× +5x, 5 


: آکیر قيمة للدالهة‎ C) 


1 


f(x) 7 2x, FIK, - 2x? 


Y4o البرمجة التربيعية‎ 
X, + dx, > 4 
X, x,€2 
X. 4 X0 
: (د) أكبر قيمة للدالة‎ 
f(x) = 10x, + 25x, - 10x? - x? - 4X x, 


: طريقة وولف أوجد الاتی‎ ph, 
: اصغر قيمة للدالة‎ CI) 
f(x)26- OX, 4 xt -2X.X.- مر‎ 


X, اط‎ S2 


20 و وک 
(ب) أكبر قيمة للدالة : 
| ج2 - f(x) = 4x, + Óx, - 2x; -2x,x,‏ 


X; 4 X4 ell 


۳۹۹ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


: آصغر قيمة للدالة‎ (D) 
f(x) = -4X + E ا‎ X, d 2x: 


caue‏ القیود: 


(ب) أكبر قيمة للدالة 
f(x) 2 4x, + 6x, - x; - 3x;‏ 
X, FX$4‏ 
2Û‏ ولا X; s‏ 


(ج) أصغر قيمة للدالة : 
f(x) = 6 - 6x, + 25 - 2x,x, +25‏ 
تحت القيود: 
2 ک جع + X,‏ 
Xa Z0‏ , ےڈ 
-٤‏ أوجد أكبر قيمة للدالة : 


f(x) 2 18x, - X + ور‎ - X, 


البرمجة التربيعية VN‏ 
غیت القبود : 


-X + و‎ > 6 


"A [ > 0 
: أوجد أكبر قيمة للدالة‎ -۵ 
f(x) 7 x, +X =X -2x5 


نحت القبود: 


: أوجد أكبر قيمة للدالة‎ - 5 
f(X ) --Xi *X X, 28 FX TX, 


: تحت القيود‎ 
X, +X, =4 


: أوجد أكبر قيمة للدالة‎ -V 
f(x) = 20x, - 10x, - 3x1 - 2x, 


Y4A‏ تقنیات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 


تحت القيود : 


+x, > 2‏ و2 
K; 20‏ 
Xa 2Û‏ " 


۹ آوجد أكبر قيمة للدالة: 
f(x) > 20x, - 10x, - 3x; - 2x;‏ 


نحت القيود : 





الملاحق 


e‏ مقدمة ه التفاضل الكلي الرائي 
۵ مففكوك معسلسلة تلور لدالة تتملئۂ 
التغیرات € مصفوفات هس والمصفوفات 
العمائلة وموكذة الایجاب وفوكدة السلبية 
ونصف المؤكدة o‏ المجموعة المحدبة e‏ الدالة 
المحدبة والدالة المقعرة ه النهایات العظمى 
الكلية والموضعية 





(۸,۱) مقدمة 

فی الفصل التالی نعرض مجموعة من التعاریف أو ال خصائص لفاهیم ظهرت الحاجة 
إلى استخدامها فی فصول الکتاب وقد لا تکون معروفة لبعض الدارسین. کان 
الهدف من ايرادها في هذا الفصل هو تيسير ا حصول عليها وحتى لا یکون إيرادها 
داخل الفصول السابقة نشازاً أو حشوأفی غير السياق. حاولنا أن يكون إيراد 
التعاریف والخصائص لهذه المفاهيم موجزاًء ونترك لمن أراد التفاصیل والتعمق 
الرجوع إلى مراجع أخرى في الرياضيات . 


۳۹۹ 


۳۰۰ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 
CA, Y)‏ التفاضل الكلي الرائي 

إذا كانت کل الشتقات اللحزئية للدالة (f(x, X4... X,)‏ خلال وتمة 
«rel‏ موجودة ومستمرة عند نقطة * × » عندئد تسمی كثيرة الحدود : 


E T UH‏ با Y us.‏ ميم 


i=] j=l 


التفاضل الکلی الرائى (the rth differential)‏ للدالة f‏ عند *×. 


ملحوظة: يوجد عدد 7 من علامات التجميع لکل ا واحدة» وعلی سبيل المثالء 


إذا كانت 2 ےی 3 = فان : 


d'f(x*) = 0 os X.) 


PETS 











i=] j=l 
- :ا‎ acd (x *) + h; — 0٤ (x*) + hi —— of (x*) سک وق وڈ‎ : x") 
Ox; Ox; x 1 0X Ox, 
a. 89" UE ہے‎ 
+ 22 Ox Ox, (x) + 2n, i کے‎ x ox, (٭×)‎ 


Y)‏ مفكوك متسلسلة تايلور لدالة متعددة التغیرات 
يعطى مفكوك تایلور لدالة f(x)‏ حول النقطة *× بالمعادلة التالية : 
f(x) = f(x *) + df(x*) + 3 d^f(x *) + 3r d^ f(x *)‏ 


1 محر لا‎ kN ES 
Tec NT d f(x ) + R (x ۳ h) 


الملاحق 555 


یسمی ا حد الأخير بالحد الباقى الذى يعطى بالعلاقة : 
R , h) ٦+1 d'  f(x*--0h)‏ 





.0«0«1 ;h-2x-x* خث‎ 


)£ مصفوفات هس والصفوفات التمائلة والمؤكدة الويجاب 
والمؤكدة السلبية ونصف المؤكدة 


المصفوفات المتمائلة 
لا تتغیر المصفوفة المتمائلة (symmetric)‏ عند تدوير ia‏ * 8 = ۸ وتساوی 
المصفوفة المتماثلة المتخالفة (skew symmetric)‏ سالب الدور (A - - A T)‏ 


مصموفة هس 
مصفوفة هس (Hess)‏ الرتبطة بالدالة x.)‏ ,..,ر< f(x,,‏ ال لها مشتقات 
f ٦1.‏ 

x D. p5 2.241) 


ويحقق التعبير 2 م11 یحقق قيمة المصفوفة هس عند *×. 
X‏ 


H, = 





المصفوفات الموجبة المؤكدة والسالبة المؤكدة والنصف مؤكلة : 


لأي مصفوفة A = [as]‏ من رتبة n‏ ومحدداتها احزئية 








Eo 7 4j; مرك‎ 8j 
11 ĉi » 
A, ہے‎ a بای‎ A “Ê a وده‎ , A ۳ aa) daa 454 0 , 
| 451 
444 445 امه‎ 
å 8,5 bi 
ie لاجد ہے‎ 
21 22 2n 
۵, 5 
a nl d : d an 


تكون المصفوفة A‏ مؤكدة الايجاب (positive definite)‏ إذاء واذا كانت فقط 
جميع قيم المحددات ا جزئیة ,۵ .....رث , ,4 موجبة . وتكون الصفوفة A‏ مؤكدة 
السلبية (negative definite)‏ إذاء وإذا كانت فقط. A,‏ لها الإشارة ((1-) لجميع قيم 
N‏ ,... ,2 ,1 = ز. أماإذا كانت بعض قیم ۸ موجبة وبعضها الآخر يساوي أصفاراً 
أو الواحدء فإن الصفوفة ۸ تكرت تسف مؤكدة الأبجاتب. 

نلاحظ أيضاً أن المصفوفة A‏ تكون مؤكدة الایجاب اذا كان جميع قيم جذورها 
المميزة موجبة. أي جميع قيم 2۸ التي تحقق المعادلة المحددية : 

[A —AI-0 

تكون pa‏ جبة» انظر )1984 (Rao,‏ 


)0 , ۸( المجموعة المحدبة 
يقال إن المجموعة S‏ في الفراغ E^‏ محدبة I3! (convex set)‏ كانت النقطة : 


(^, Y) x -Àx + (1- AX, 


وتقع أيضاً في الجموعة 5 لجميع قيم , × و ر × التي تنتمی إلى المجموعة 8 لاي 


اللاحق ۳۰۳ 
عدد À‏ يحقق العلاقة 1 > ( > 0. 
تعرف العلاقة )1( بأنها تركيبة محدبة للنقطتين X‏ و و5 » وتعبیر آخرء 
فان الجموعة S‏ تکون محدبة إذا كان الستقیم الواصل بین أية نقطتین داخل 
الجموعة S‏ یقع UIS‏ داخل الجموعة S‏ كما یوضح ذلك الشکل (۱ ,۸). 





KA, V) الشكل رقم‎ 


(A, (‏ الدالة المحدبة والدالة المقعرة 
يقال إن الدالة f(x)‏ محدبة (convex function)‏ ومعرفة على المجموعة 
المحدبة 5 في الفراغ ”8 إذا تحققت العلاقة التالية : 


(A^, Y) Ax, + )1 3)x4 | > 2۵ (+ )1 - A) fic) 
. 0 > ۸ > 1 لجميع قيم ,× و و × التي تنتمي إلى المجموعة 5 لجميع قیم ۸ حيث‎ 
إذا انعكس اتجاه المتباينة فى‎ (concave) مقعرة‎ f(x) وي قال إن الداله‎ 
عندما تكون‎ (A, Y) العلاقة(۸,۲) . لاحظ أن إشارة الساواة تتحقق فی العلاقة‎ 
۱ .2 < 1 ]و‎ =0 
اذا تحققت العلاقة‎ (strictly convex) حادة التحدب‎ f(x) تکون الدالة‎ 
بعد إهمال علامة الساواة لجميع قیم , × و ,*ولنعتبر الخط الستقیم‎ (A, Y) 
و رل عندذلك فان‎ 10 o] والنقطة‎ [x, و‎ ۶0 o | الذي يصل بين النقطة‎ 


۳۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 

الطرف الاين من العلاقة )2( یثل ارتفاع هذا الستقیم عند أي نقطة 
م (2- 1) + ر×۸ = x‏ « ويكون التابع محدباً إذا كان LHI‏ المستقيم يقع كلياً؛ إما 
على مسطح منحنی الدالة ()5 أو فوقه. أما بالنسبة للتابع المقعر فان هذا المستقيم 
يقع على منحنى الدالة ()؟ أو تحته كما هو مبين فی الشکل (۲ ,۸). 


(x 1. f(x1)) 


X (X, f(x2)) 





1 X + (1-A)X, 1X, + (1 7A)X, 


(أ) دالة محدبة (ب)دالة مقعرة (ج)دالة لا محدبة ولا مقعر: 


الشكل رقم (۸,۲). 


يتضح ما سبق أن أية دالة خطية محدبة ومقعرة في الوقت نفسه ويمكن إثبات 
أنه : 
- 131 كانت الدالة f(x)‏ مقعرۃة فإن -f(X)‏ تکون دالة Ao ooa‏ »تقيض ذلك 
ee CT‏ 
- إن مجموع دالتين مقعرتين (محدبتين) أو اکشر یکون دالة مقعرة 
(محدبة) . 


اللاحق ۳۰۵ 
(A, V)‏ النهایات العظمی الكلية والوضعية 
يقال إن للدالة f(x)‏ العرفء على المجموعة 5 نهاية عظمی كلية 
f(x *) < f(x)‏ جميع X e‏ داخل الجموعة 5 . 


كما يقال أن النقطة x,‏ حدية أو طرفية (نهاية صغرى أو نهاية عظمی) للدالة 

: إذا كانت‎ f (x) 
f +م کا‎ h) x )< ( 1 (Xo) 

لكل قيم ٦ا‏ بحيث تكون | [h‏ مقدرا متناهيا في الصغر لجميع القيم . 

ويقال إن للدالة f(x)‏ نهاية عظمى موضعية (local maximum)‏ عند النقطة 
۳ءء واذا فقط كان هناك عدد 0 < € بحيث إن f(x*) 2 f(x)‏ لجميع قيم X‏ 
ضمن 5 التى 322 العلاقة ع > ا× - *«ا. وبتعبير اخر فان النهاية العظمی الموضعية 
*× تکون أكبر قيمة ضمن مجموعة جزئية ولتكن ا التي لا تبعد أية نقطة بداخلها عن 
*مسافة أكبر من © . 

يلاحظ أن النهاية العظمى الكلية لا بد أن تكون آیضاً عظمى موضعية . 

يكن تعريف النهايات الصغرى الكلية والموضعية بنفس الطريقة السابقة بعد 
تغییر امجاه التباینات . 

...سن الا ارة الی انال اق بالق طت سین 

لي و مور ۶ عير ) = رک 
(و2 ees X‏ مرح × و رر ) = ر × ویرمز له ابالرمز j|‏ کے أت | سب 


بالعلاقة : 


| 1/2 


o n 
DE 


j=l 
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Quadratit P 
Quadratic programming البرمجة التر بيعية‎ 
(R) 

Random search بحث عشوائي‎ 
Rotating direction method طريقة تدوير الانجاه‎ 
(S) 

Saddle point نقطة السرج‎ 
Scheduling جدولة‎ 


شبه مميحددة 5۹61111-6 


گت ااضطلحانت 


(T) 


FEF 


Separable programming 
Sequantial unconstrained 
Simplex method 
Simulation 

Sign constraints 

Single variable 

Skew 

Slack variable 

Standard form 

Starting solution 
Stationary condition 
Steepest ascent 
Stochastic 

Strictly convex 


Symmetric 


Tylor's expansion 
Tolerance 
Transformation 
lranshipment 
lransportation 


6 


٤‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 


(U) 
Uncertain AS 
غير مز‎ 
Unconstrained methods eU AS کے‎ ye 
oluta لر ف عير‎ 
Unimodal المنوال‎ 
وحیده المنوا‎ 
(W) 
Wolfe's method طريقة ولف‎ 
ريقه ولف‎ 
(Z) 


Zoutendijk method 
k n طريقة زوتندجك‎ 


ثبت المصطلحات 


(Í) 

أرقام فيبوناشي ۰۱۱ (AA‏ ۹۷ 
أساس ۰۳۱ ۶۳ ۱۰۰ 
اساسی ۰۳۱ EY‏ ۱۰۰ 

آقصی ميل صعود ۰۱۲۱ ۱۳۲ 

أمثلية ۹ء ۲۵ 
أمثلية مقيدة ٩‏ 


١١ انحدار‎ 


(ب) 

بحث عشوائی ۹۸ 

بحوث عملیات ۰۱ ۲ء Y‏ ۵ 
برمجه تربیعیه ۰۱۶ 10 5 

بر مجة خطية ۹ء ١۱ء‏ ۰۲۵ ۲۲۷ 
برمجة ديناميكية ۲ 


YYo 





۳۳۹ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
بر مجه عددیه Y‏ 

برمجه غير خطية ۰۱۰ ۰۲۰ ٦٦‏ 

برمجة کسرية (نسبیة) ۲۲ 

برمجة منفصلة ۱۳ 

برمجه تقلیدیه ۱۰ء ۱۲ 


برمجه محدبة ۲۲۵ 


(2) 

حلیل الشبکات Y‏ 
محویل ٦۸ء‏ ۲۲۵ ۳۳۷ 
تخصیص ۲۲ 

تربيعي 4 ۱ 

تعویض مباشر ۱۳۶ 
تطبیع القیود ۲۱۲ 
تغییر مسموح به 50 ١‏ 
تغيير مقيد ۶ ١١‏ 
تفاضلى ۷۷ 

تفاوت ۱۲۲ 

تقلیدی ۰۱۱ ۱۸۷ 
تقنیات التصفی 2۲۱۲ Mo‏ 
تک ۱۱ 








شت المصطلحات 
)5( 
ثنائية ۳۵ 
(e)‏ 


KET جدولة‎ 


(ح) 

حاد التحدب ۰۳۰۳ ۳۰6 
حدی ۳۵ 

حذف التغیرات ۳۹ 

حل أساسي 4۰ EY‏ 

حل تافه او متحلل ۳۸ 
حل مبدئي ۳۸ 


۶ ۲ ۰۳۲ oss حل‎ 


(خ) 
خوارزمية ۰۱۰ ۰6 ۲۱ 


(5) 

دالة الهدف ١۱ء‏ * Y‏ ۰۱۸ ۲۰۵ 
دالة الحزاء ۰۱۸۲ Y££‏ 

دالة أحلدية النوال ٠١‏ 


۳۳۷ 


Y YA‏ تقنيات الأمثلية في البرمجة غير الخطية 
)9( 

شبه محددة ۹۳ 

شرط أمثل oY‏ 

شروط استقرار ۲۰۵ 

شروط الاشارة ۳۱ 

شروط دالية ۳۱ء ۱۵۷ 

شروط القابلية ۰۳۱ ۶۷ ۵۳ 


شروط کون - توکر ۱۸۷ 


)2 ( 
€ اء فا :۷ 


e c YA صبغه قباسبه‎ 


(ط) 
يقة الرسم(بيانية) ۰۳۰ ۳۱ 
طريقة السمبلکس ۰۲۰۰۱۰ ۰۳۰ QA‏ 
طریقه المقطع الذهبی ۲۲۵ 
طریقه انحدارية ۹۷ء ۱۲۰ 
طريقة بحث مباشر ۰۱۳ ٩۷‏ 
طريقة بحث النمط ۹۸ 
ريقة بیل ۲۸۶ 
طريقة تدویر الا تجاه ۸۵ 
A2‏ تقلیدیه ۸۵ء ۸٦‏ 


طریقه جاوس - جوردون ٦٤‏ 


ثبت المصطلحات YTA‏ 


طرق تكرارية ۹۷ 

طريقة التعويض الباشر ۰۱۳۶ ۱۹۶ 
طریقه زوتندجك ۷ 

طرق غير مقيدة ۸۵ 

طريقة المستوى القاطع VAT‏ 
طريقة مركبة ۱۸ 

طريقة نيوتن - رافسون ١١‏ 

طريقة هوك - جيفز ۹۸ 

طريقة كون- توكر ۰۱۸۲ ۱۹۳ 
طريقة ولف ۲۹۷ 


(e) 


2 
غير متحلل(منحل) ۳۸ 


غير مؤکد ۱۸ 


(à) 
V1 فترة الشك ۱۸ء‎ 
٩۱ فرعی‎ 


۳۳۰ تقنيات الأمثلية فى البرمجة غير الخطية 


(ق) 

فاعدة كرامر ۱۵۰ 
فانونى ۱۹٦‏ 

فبود 8 ١ع‏ 152 TIE‏ 
فو : دالبة ۳۱ 


(5) 
144 (NY Y کلی‎ 


(e) 

متتابعة غير مقيدة 1۸ 
متتابعة فيبوناشى ۰۱۱ TA‏ 
متراجحة أو متباینة ۱۸۵ 
متغير آساسی ٤٦ء‏ ۳۱۳ 
متغير اصطناعی ٤ ٤‏ 

متغير القرار ۹ء ۱۵ 

متيغر داخل ٤٤‏ 

متغير خارج ٤٤‏ 

متغير غير محو ری ۸٦ء ٦۹‏ 
متغير متعدد ۱۰ l‏ 

متغير متمم ۲۹ 

متغير مفرد ٠١‏ 

متمائل ۳۰۱ 


PP OR سنت‎ 
۳۰۳ ۸۹ محدد‎ 

محدد الايحاب CAS‏ ۰۲۰۱ ۲۰۲ 
مركبات أو وحدات ۹٦ء‏ ۱۰۰ 
مستمر ۰۱۰ ۱۲ 

١ ١ مشحن‎ 

مصفوفة هس ۹۰ء ۳۰۱۸۸ 
مضاريب لاجرانح ۱۲ 

۳۰۱ ٤٣٤ ۲۹ء‎ ۰٩ معادلة‎ 

محوریة ۰۶۸ 594 

مفکو ك تایلور ۰۱۱ ۲۹۹ ۳۰۰ 
مجاورة ۳۰۹ 

مقعر ۰۳۰۳ ۳۰6۶ 

منحرف أو متخالف ۳۰۱ 
منقول أو مدور ۳۷ 

موضعي ۲۰۵ 


(ن) 
نقطة حدية YA‏ ۸۸ 


نقل 251 ۳۷ 


(a) 


هدف ۹ 6 ۲ ۳۰ 


Fyi 


PY‏ تقنيات الأمثلية فی البرمجة غير الخطية 


(a) 
Ex ۰۱۲ هدف 4ع‎ 


هندسي ۲۲۸ 


(و) 
و حبده النو ال ۷ 


(CY) 
۱۸ لانهائی الصغر‎ 


ری 


يطبع ۲۱۲ 
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